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Vorwort. 


Die Lehre von der Verteilung der Primzahlen ist als eines der 
allerwichtigsten Kapitel der mathematischen Wissenschaft anzusehen; 
sınd doch die Primzahlen die Bausteine, aus denen die ganzen Zahlen 
zusammengesetzt sind, und die ganzen Zahlen das Fundament, auf dem 
sich nach Hinzufügung der nicht ganzen Zahlen und der Funktionen 
das Gebäude der Analysis erhoben hat. Daher sind die Probleme, 
um welche es sich in diesem Werke handelt, auch dem Laien ver- 
ständlich; ihre Lösung aber ist den größten Mathematikern des neun- 
zehnten Jahrhunderts nicht gelungen und ist erst einer jüngeren 
Generation und der Zeit vom letzten Dezennium des verflossenen 
Jahrhunderts an vorbehalten geblieben. Manches wichtige Problem 
harrt noch heute seiner Erledigung. 

Die Lehre von der Verteilung der Primzahlen hal noch 
vor kurzem überhaupt der sicheren Grundlage, während es jetzt ge- 
lungen ist, eine Reihe von Sätzen zu beweisen, welche man Fi 
nur durch heuristische Begründungen plausibel machen konnte. Der 
Anstoß dazu wurde durch Herrn Hadamard gegeben; er hat durch 
seine tiefen funktionentheoretischen Untersuchungen, deren Publikation 
1888 begann, die Mittel geschaffen, um die schon von Riemann für 
den vorliegenden Zweck eingeführte sogenannte Zetafunktion erfolg- 
reich anzuwenden. Die so entstandene, noch junge Disziplin hat eine 
zusammenhängende Darstellung mit Ausführung der Beweise bisher 
nicht gefunden. Das ausgezeichnete, 1894 erschienene Lehrbuch der 
analytischen Zahlentheorie von Herrn Bachmann (Leipzig, Teubner), 
dem ich seinerzeit die Anregung zur Beschäftigung mit diesem Thema 
verdankte, konnte noch keine Darstellung jener neueren Methoden 
und Beweise enthalten, da dieselben damals in der Hauptsache noch 
nicht veröffentlicht waren. Ferner ist eine ausführliche Monographie 
über das Primzahlproblem von Herrn Torelli im Jahre 1901 er- 
schienen, unter dem Titel: Sulla totalitä dei numeri primi fino 
a un limite assegnato (Atti della Reale Accademia delle Scienze 
Fisiche e Matematiche, Napoli, Ser. 2, Bd. 11, No. 1). Herr Torelli 
bespricht zunächst die älteren Arbeiten; er gibt dann eine recht voll- 
ständige Übersicht über die in neuerer Zeit (bis zum Jahre 1901) ge- 
wonnenen Resultate und führt auch die rein zahlentheoretischen Teile 
der Beweise größtenteils näher aus.. Jedoch erwähnt er die neueren 
funktionentheoretischen Hilfsmittel meist ohne Beweis und begnügt 
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sich bei der Darstellung der Anwendungen der Funktionentheorie auf 
die Primzahltheorie meist mit einer kurzen Skizze des Beweisganges. 
Dadurch erleichtert er dem Leser das Studium der Originalabhand- 
lungen; er beabsichtigt aber nicht, ihm die Beweise der Sätze aus der 
Primzahltheorie ohne Hinzuziehung der Originalabhandlungen zugäng- 
lich zu machen. 

Das Bedürfnis nach einem Lehrbuch der Prinzahliheanie ist also 
bisher nicht erfüllt worden. Ein um die Wende des Jahrhunderts 
erschienenes Lehrbuch wäre auch schon veraltet, da seitdem eine Reihe 
größerer Abhandlungen erschienen ist, welche alle wesentlichen früher 
erlangten Resultate durch einheitliche Methoden und auf erheblich 
abgekürzten Wegen herleiteten und eine Reihe weiterer Ergebnisse 
hinzufügten, die auf den alten Wegen unerreicht geblieben waren. 
Insbesondere gelang es, ganz bestimmte Vermutungen zu beweisen — 
oder zu widerlegen (meist ersteres), welche schon Jahrzehnte hindurch, 
zum Teil schon seit Euler, in der Literatur ausgesprochen waren. 
Da jene neueren Abhandlungen fast ausnahmslos einen und denselben 
Verfasser haben, wird der Leser es diesem nicht verdenken, wenn er 
hiermit einen langpehogten Plan ausführt, im Zusammenbanse die ge- 
sicherten Wahrheiten der Priiizahlihesrie mit vollständigen Beweisen 
darzustellen. 

Bevor ich dies unternahm, habe ich zur gründlichen Durcharbeitung 
des Stoffes in einer einstündigen Vorlesung an der Berliner Universität 
„[heorie der Riemann’schen Zetafunction, mit Anwendung auf die 
Zahlentheorie“* im Sommersemester 1903 und namentlich in zwei vier- 
stündigen Vorlesungen „Über die Verteilung der Primzahlen“ in den 
Sommersemestern 1908 (Berlin) und 1909 (Göttingen) die Hauptkapitel 
des vorliegenden Werkes vorgetragen; einer meiner Schüler, der auch 
die weite Berliner Vorlesung gehört hat und schon selbst zeit Erfolg 
produktiv in diesem Gebiet tale war, Herr Dr. Walter Schnee, war 
so freundlich, mich bei der Durchsicht der Korrekturbogen zu nufiei. 
stützen. Ich benutze ferner gern diese Gelegenheit, um meinem Freunde 
und Studiengenossen Dr. Rudolf Ziegel, Dozenten an der Handels- 
hochschule Berlin und Mathematiker der Versicherungsgesellschaft 
„Victoria“, meinen Dank dafür auszusprechen, daß er sich der liebens- 
würdigen Mühe unterzogen hat, die Druckbogen nicht nur dieses 
Werkes, sondern auch meiner sämtlichen mathematischen Abhandlungen 
von der Dissertation (1899) an bis jetzt durchzusehen. Ich spreche 
auch der Firma B. @. Teubner in Leipzig meinen besten Dank für 
die schöne Ausstattung dieses Werkes und für ihr Eingehen auf zahl- 
reiche Wünsche aus. 
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Ich bemerke ausdrücklich, daß ich aus der Zahlentheorie nur die 
allerersten Anfangsgründe voraussetze: Die Tatsache, daß jede ganze 
Zahl eindeutig in Primfaktoren zerlegbar ist, und — vom zweiten 
Buch an — die einfachsten Sätze über Kongruenzen. Auch aus der 
Theorie der Funktionen einer komplexen Variablen setze ich zwar 
gründliche Beherrschung ihrer Elemente (also des Cauchyschen Inte- 
gralsatzes mit seinen klassischen Folgerungen) voraus, nicht aber neuere 
_Bätze (wie etwa die Hadamardsche Theorie der ganzen transzendenten 
F unktionen) ‚ welche ich durchweg im Yerlae meiner Darstellung 
entwickle, soweit ich sie Gersuche, 

In einer langen Beleıng gebe ich eine ausführliche historische 
Übersicht über die wichtigsten Etappen der Entwicklung des Prim- 
zahlproblems und die präzise Formulierung der in der Folge zu be- 
weisenden Hauptsätze. - Übrigens bezieht Sich diese Einleitung nur 
auf die zwei ersten Bücher; jedes der vier späteren Bücher erhält 
seine eigene historische le. 

Das erste Buch beschäftigt sich vor allem damit, einen Satz zu 
beweisen und in seinen tiefsten Gründen zu beleuchten, welcher kurz 
als der „Primzahlsatz“ bezeichnet wird und überhaupt als das wichtigste 
Theorem der Primzahltheorie anzusehen ist; derselbe besteht ın der 
Gleichung 
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wo z(&) die Anzahl der Primzahlen <x und log x den natürlichen 
Logarithmus von & bezeichnet. Dieser Satz ist schon von Gauß in 
seiner Jugend vermutet worden; er wurde aber erst im Jahre 1896 
bewiesen, und zwar gleichzeitig von Herrn de la Vallee Poussin 
und Herrn Hadamard (von letzteren in einer etwas anderen Gestalt, 
die sich leicht in die obige überführen läßt). 

Im ersten Teil (dem Beginn des ersten Buches) zeige ich, wie 
weit man in dieser Richtung mit ganz elementaren Methoden gelangen 
kann; darunter verstehe ich solche, welche mit endlichen Summen 
operieren, und nehme natürlich keinen Anstand, zur Abschätzung 
endlicher Summen die Hilfsmittel der Integralrechnung zu benutzen. 
Im zweiten Teil zeige ich die Tragweite der Einführung einer be- 
stimmten Klasse unendlicher Reihen mit reeller Variablen; es sind 
dies die sogenannten Dirichletschen Reihen vom Typus 
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Übrigens liefert diese Einführung nicht viel mehr als die elementaren 
Methoden und macht nur manchen Zusammenhang übersichtlicher. 
Erst im dritten Teil, der die klassischen Hilfsmittel aus der Theorie 
der Funktionen einer komplexen Variablen hinzunimmt, beweise ich 
den Primzahlsatz und noch schärfere Relationen über x(z) mit vielen 
Folgerungen. Für den Beweis des Primzahlsatzes schlage ich einen 
anderen Weg ein als seine beiden Eintdecker und schließe mich an 
eine von mir im Jahre 1903 veröffentlichte Abhandlung an. Die 
Methode unterscheidet sich dadurch wesentlich von den beiden älteren, 
daß ich die Hadamardsche Theorie der ganzen transzendenten Funk- 
tionen nicht benutze, sondern um so rascher mit den klassischen 
funktionentheoretischen Hilfsmitteln allen zum Ziele gelange. Im 
vierten Teil entwickle ich, soweit ich sie gebrauche, die Hadamardschen 
Sätze über ganze transzendente Funktionen und deren Anwendungen 
auf die Verteilung der Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion 
und auf das Primzahlproblem. Bei dieser Gelegenheit beweise ich 
auch eine von Riemann heuristisch hergeleitete und erst von Herrm - 
von Mangoldt bewiesene Identität für die Anzahl der Primzahlen 
unter einer gegebenen Größe. 

Das zweite Buch behandelt die Primzahlen einer arithmetischen 
Progression, deren Anfangsglied und Differenz teilerfremd sind. Die 
zwei ersten Teile des zweiten Buches (Teil 5—6 des Werkes) sind 
übrigens von dem langen und schwierigen Teil 4 (im ersten Buch) 
unabhängig und können in unmittelbarem Anschluß an Teil 3 gelesen 
werden. Teil 5—7 entsprechen in ihrer Anlage den Teilen 2—4 im 
ersten Buch; auf die Vermeidung Dirichletscher Reihen (wie im 
Teil 1) habe ich hier als unlohnend verzichtet. Es enthält also Teil 5 
die Anwendung der Dirichletschen Reihen mit reellen Variabeln, 
insbesondere den berühmten Dirichletschen Beweis vom Vorhandensein 
unendlich vieler Primzahlen in der Progression, Teil 6 die Anwendung 
der klassischen funktionentheoretischen Hilfsmittel auf die betreffenden 
Dirichletschen Reihen als Funktionen komplexen Argumentes, Teil 7 
das Studium der Verteilung der Nullstellen dieser Funktionen unter 
Anwendung aller zu Gebote stehenden Hilfsmittel. Insbesondere be- 
weise ich im Teil 6 u. a. für die Anzahl I/(x) der Primzahlen < x 
in der Progression ky +! die Relation 
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welche dem Primzahlsatz entspricht (und wo g(k), wie gewöhnlich, - 
die Anzahl der teilerfremden Restklassen modulo % bezeichnet), im 
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Teil 7 u.a. eine genaue Formel für die Primzahlmenge der Progression, 
welche die Riemannsche verallgemeinert._ Teil 8 enthält einige An- 
wendungen der gefundenen Ergebnisseaufanderemathematische Probleme. 

Im dritten Buch, welches ohne Kenntnisnahme des zweiten Buches 
gelesen werden kann, behandle ich analog zwei mit u(n) und A(n) 
bezeichnete zahlentheoretische Funktionen (die sogenannte Möbiussche 
und Liouvillesche Funktion) und im vierten Buch dieselben Funktionen 
für die Zahlen einer arithmetischen Progression. 

Im fünften Buch löse ich einige andere Probleme der Primzahl- 
theorie, welche dem Leser, der sich in die Methoden eingearbeitet hat, 
auch dankbare Stoffe zu eigenem Schaffen bieten können. 

Im sechsten Buch untersuche ich im Zusammenhang die Eigen- 
schaften der sogenannten Dirichletschen Reihen vom speziellen Typus 

ag 
n’? 
n=1l 
von denen im vorangehenden schon so manches mitbewiesen war, und 
vom allgemeineren Typus 


wo die A, eine beliebige Folve monoton ins Unendliche wachsender 
Größen sind. 

Die Ausführlichkeit der Darstellung soll dem Leser das Eindringen 
in diese schwierige Materie erleichtern; in den Originalabhandlungen 
nehmen naturgemäß die entsprechenden Beweisführungen oft einen 
viel geringeren Raum ein. 

Die Titel der im Laufe des Buches benutzten Abhandlungen und 
vieler weiterer Arbeiten über die Verteilung der Primzahlen und die 
damit innig verbundene Theorie der Dirichletschen Reihen, insbesondere 
der Zetafunktion, sind in einem besonderen Literaturverzeichnis zu- 
sammengestellt und für jeden Autor chronologisch numeriert. Da- 
bei habe ich auch einige Lehrbücher genannt, von denen natürlich 
meist nur einzelne Kapitel in Betracht kommen; dagegen habe ich 
'z. B. Primzahltabellen unerwähnt gelassen. Dies Verzeichnis gestattet 
mir, im Texte der Einleitungskapitel nur die Nummer der betreffenden 
‚Abhandlung und die Zahl der Seite zu zitieren; diese Zitate haben 
übrigens für den Leser, welcher die Primzahltheorie erst kennen lernen 
will, keine Bedeutung, da es eines Nachschlagens der erwähnten Stellen 
zum Verständnis des Textes nicht bedarf. Im weiteren Texte — nach 
den Einleitungskapiteln — habe ich grundsätzlich auf solche Be- 
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merkungen und Fußnoten verzichtet, welche die Quellen der einzelnen 
Methoden, Sätze, Kunstgriffe und Beweise angeben; all dies ist in 
einem besonderen ausführlichen Anhang „Quellenangaben“ zusammen- 
gestellt. Dieser Anhang braucht natürlich von dem Leser, dem es 
nur auf das Erlernen der Wahrheiten ankommt, nicht durchgesehen 
zu werden. Benutzte oder historisch erwähnte Arbeiten aus anderen 
Gebieten sind nicht im Literaturverzeichnis aufgeführt, sondern werden 
dort, wo sie vorkommen, in extenso zitiert. 

Ich würde mich aufrichtig freuen, wenn meine Darstellung ihr 
Ziel erreicht, die Kenntnis der Beweise für die Gesetze der Primzahl- 
verteilung recht vielen Mathematikern zu vermitteln. Die Schwierig- 
keit der früher ungelösten Probleme hatte fast jeden von der Prim- 
zahltheorie abgeschreckt. Möge es mir gelungen sein, die Wege zu 
den nunmehr erreichten Zielen so weit geebnet zu haben, daß diese 
Wege jetzt von vielen betreten und fortgesetzt werden. 


Göttingen, den 13. September 1909. 


Edmund Landau. 
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Erstes Kapitel. 


Entwicklung vor Hadamard. 


Sr 
Euklid. 

Unter einer Primzahl versteht man eine positive ganze Zahl, 
welche von 1 verschieden und nur durch 1 und durch sich selbst 
teilbar ist. 

Die Reihe der Primzahlen beginnt mit 
Ber 15, 17, 19, 23,.29, 31, 37, 41, 45, 47, 53, 59, 61, 67, 

Re 13.19, Bn89 29T, 
Der Fundamentalsatz der Zahlentheorie besteht darin, daß jede 


ganze Zahl auf eine und nur eine Weise in DER zerlegbar 
RR Wenn also 





ei Ei 
1, —=2, VE rg DE ae 


allgemein p, gleich der nten Primzahl gesetzt wird und @«>1 eine 
beliebige positive ganze Zahl ist, so ist a auf eine und nur eine Weise 
in der Form BE 


darstellbar, wwv >1, 1<a, <a, <--:<e, ist und die Exponenten 
De, D, sämtlich = 1 sind. 

roh Euklid® hat bewiesen, daß es unendlich viele ahlan 
gibt;-aus dem obigen Püntamentalsatz folgt dies noch nicht, da end- 
lich viele ehlen infolge der Willkür Her Exponenten bereits un- 
endlich viele Zahlen erzeugen. Euklids Beweis ist einfach folgender: 
Gäbe es nur endlich viele Primzahlen p,, ps, : :, 2,, so mübte jede 
Zahl >1 durch mindestens eine dieser o Pan teilbar sein; 
aber das um 1 vermehrte Produkt jener Zahlen 


En ae Pe 


ist weder durch p,, noch durch p,, -:-, noch durch p, teilbar, da es, 





1) 1, 8. 388—391. 
1* 


is 


4 I. Entwicklung vor Hadamard. 














durch jede dieser Zahlen geteilt, den Rest 1 läßt. Also gibt es un- 
endlich viele Primzahlen. | 

Es werde für jedes, auch nicht ganzzahlige, & unter x(x) die An- 
zahl der Primzahlen <x verstanden, d. h. für x <2 der Wert 0, für 
x2>2 die Anzahl der Primzahlen in der Reihe 


IR 2, ..., BER 
wo [x] die größte ganze Zahl < x bezeichnet; es ist also 
x(2)—=0 für 025 
ia) = LAUTE 
x(2).= 2 für don <d, 
en RR Bao A 
a(2)=n für 9, SE <pri: 


x(x) ist also eine mit wachsendem x niemals abnehmende Funk- 
tion; d. h. für z, <x, ist | 
(2) <rÖea,). 

Ferner wächst nach dem Euklidschen Satze z(x) mit x ins Unend- 
liche. Anders ausgedrückt: wenn g eine beliebige positive Größe ist, 
so gibt es ein &=&(y), so daß für alle «>58 


a(a)>g 
ist. Ich schreibe kurz 
lima(&) = ©, 
indem ich mich gleich bei dieser historischen Übersicht einheitlich 
der modernen Bezeichnungen bediene. 


8.2. 
Legendre. 

Das Wachstum der Funktion x(x) ist sehr unregelmäßig, und es 
kann natürlich nicht das Verlangen gestellt werden, x(xz) durch einen 
einfachen analytischen Ausdruck genau darzustellen, etwa für ganz- 
zahlige x nur durch Kombination endlich vieler rationaler und tri- 
gonometrischer Funktionen. Das Hauptstreben hatte sich von jeher 
darauf gerichtet, x(x) mit einer der einfacheren Funktionen f(x) der 
positiven Variablen & derart in Zusammenhang zu bringen, daß (x) 
annähernd durch f(x) dargestellt wird. Diese Redeweise „annähernd“ 
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scheint auf den ersten Blick einer präzisen Bedeutung Ben zu sein; 
die Fragestellung wird eine ganz präzise, wenn man verlangt, daß det 
Fehler z(z) — f(2) im Verhältnis zum wahren Werte (x) für alle 
hinreichend großen % beliebig klein wird. Man verlangt also, daß 
der Quotient 








7 (&) (x) 


Eee NEE) 


für <= 00 einen Limes besitzt und daß dieser Limes gleich Null ist. 
Es soll also , f(«) 

lım — ] 

42208) 


sein, oder, was dasselbe besagt, 
VER TEL) + 


Mit anderen Worten, es wird eine von den Primzahlen selbst unab- 
hängige Funktion f(x) des positiven Argumentes & gesucht, welche 
die Eigenschaft besitzt: Zu jeder positiven Größe d gibt es ein &=&(6) 
_ derart, daß für all x >E 





(x) 
| | m(&) | 
7a + =° 


‚ist. 

In diesem Sinne ist eine Vermutung zu interpretieren, welche 
Legendre im Jahre 1798 ausgesprochen und im Jahre 1808 prä- 
ziser gefaßt hat. 

Im Jahre 1798 sagte er, unter a eine positive ganze Zahl 
und unter b die Anzahl er ke <a verstehend: 

„Au reste, il est vraisemblable que la formule rigoureuse qui 
donne la valeur de b lorsque a est’ tres-grand, est de la forme 


a ” . 2 3 
b= aD’ A et 5b etant des coefficiens constans, et log. a de 


signant un logarithme hyperbolique. La determination exacte de ’ces 
coefhiciens seroit un probl&me curieux et digne d’exercer la sagacite 
des Analystes.“ 

Im Jahre 1808 äußert er sich folgendermaßen ?: 

„Quoique la suite des nombres premiers soit extr&mement irre- 
guliere, on peut cependant trouver avec une precision tres-satisfaisante, 








1) 2a, 8.19. 
2) 2b, 8. 394; 4 Bd. 2, S. 65; 5, Bd. 2, 8. 65. 
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combien il y a de ces nombres depuis 1 jusqu’a une limite donnee «. 
La formule qui resout la question est 


& 
TE log. © — 1.08366 ? 





log.x etant un logarıthme hyperbolique.“ 


Legendre vermutet also, daß die Funktion A(x), welche man 
durch die Gleichung | 





(® 
( Konz Re 
definieren kann, für = oo gegen einen Grenzwert, 


(2) lim A(@) 


konvergiert, dessen erste Dezimalen mit 1,08566 übereinstimmen. Das 
besagt insbesondere wegen 





a) _ =Ww)log® 
au “ x 
log © 
BB. 
_ Ale) 
log x 
daß 
(3) im "9 1 
ar c 


ist, d. h., daß die elementare Funktion 


Me: 


der Gleichung (1) genügt”. Natürlich ist für (3) die Existenz. von 
e nicht nötig; sondern die Gleichungen (3) und 





y Abel schrieb am 4. August 1823 an Holmboe (nach dem Studium von 
Legendres Buch) diese Hormel: ab, mit der Vorbemerkung: „Folgende Theo- 
rem som findes der og som vistnok er det maxrkvirdigste i hele Mathematiken 
kan’ jeg [ikke] afholde mig fra at afskrive.“ Vgl. S. 5 der Brieftexte (oder auch 
S.5 der französischen Übersetzungen) in: Niels Henrik Abel. Memorial 
publi& a l’occasion du centenaire de sa naissance. Kristiania (Dybwad), 
Paris (Gauthier-Villars), London (Williams & Norgate), Leipzig (Teubner); 1902. 
Jener Passus kommt auch am Schluß des Werkes im Faksimile 1 vor. 

2) Übrigens hält Legendre (2b, 8.395; 4, Bd. 2, 8. 66; 5, Bd. 2, S. 66) 
auch für möglich, daß bei der Vergleichsfunktion 

4 
1,00 - -- log x — 1,08366 - 


der Koeffizient von log x nicht genau 1 ist, sondern nur sehr nahe an 1 liest. 
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sind ötbar entweder beide richtig oder beide falsch. 

Legendre war sich sehr wohl bewußt, daß er seine Vermutung 
nicht beweisen konnte. 

Legendre sprach ferner 1308 — diesmal mit vermeintlichem, 
‚aber chem Beweis — bei einem anderen Primzahlproblem eine 
sehr weittragende Vermutung aus. Es seien k und ! zwei positive 
ganze Yahlen. In der Linearform 


ky-+l, 
wo y alle ganzen Zahlen > 0 durchläuft, d. h. unter den Zahlen 
Re ey 
kann offenbar, wenn % und / einen gemeinsamen Teiler d > 1 haben, 
nur höchstens eine Primzahl vorkommen; denn jede Zahl ky +1 ist 


durch d teilbar. Legendre? vermutete nun: 
Jede arithmetische Progression 


ky+l, 
(k, OD" 1 


ın welcher 


ist?, stellt unendlich viele Primzahlen dar. 

Legendre vermutete 1830 noch genauer das Folgende: Man 
verteile alle Primzahlen — mit Ausnahme der endlich vielen in % 
‚aufgehenden — auf die h=g(k) Progressionen ky+l,w=1,2,:-:, h), 
wo L,:::,l, die zu % teilerfremden positiven Zahlen < % bezeichnen; 
es sei m,(2) fürv—=1,--:, h die Anzahl der Primzahlen ky + 1,< x. 
Dann ist für je zwei Indizes v und v’ aus der Reihe 1,---,h 


Fre [RE 


Das meint er offenbar mit den Worten?) 

„Cela pose si on s’arröte ä une a determinee du nombre % 
que nous supposerons tres-grand par rapport & A, tous les nombres 
premiers moindres que nA, excepte ceux qui divisent A, seront com- 
Bor dans ces diverses progressions, et notre objet est de prouver 





1) 2, S. 404; 4, Bd. 2, 8. 77; 5, Bd. 2, 8. 77. ‚Als bloße Vermutung (ohne 

vermeintlichen in) hatte Tegendre dies schön 1788 ausgesprochen: 1, S. 552. 
2) Ich verstehe unter (a,b) den größten gemeinsamen Teiler von « und b. 
23.785072, 3.99; 5, Bd. 2, 8.97. 
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qu’ils sont repartis egalement entre elles, c’est-ä-dire que sil ya P 
nombres premiers compris dans la progression dont le terme general 
est nA — (,, et @ nombres premiers compris dans la progression dont 
le terme general est nA — (,, n etant le m&me de part et d’autre, 


le rapport 5 deviendra aussi peu different de l’unite qu’on voudra 
en donnant ä& n une valeur suffiisamment grande.“ 

Auch diesmal wird Legendres Verdienst durch die Tatsache 
getrübt, daß er hierfür einen vermeintlichen Beweis angibt, welcher 
nicht stichhaltig ist, auch nicht unter der Annahme der Richtigkeit 
seiner vorangehenden Vermutungen. 

Im Verein mit (3) und mit Rücksicht darauf, daß für <>% 

ra) = m@)+t tm) ra 
ist, wo a die Anzahl der in % aufgehenden Primzahlen bezeichnet, 
vermutet also Legendre”, daß 


im AO _... um mre ı 
(5) au D , 
log x logx 


ist. In der Tat würde aus (4) für jedes v—=1,.--,h folgen: 
RENT SET BEL 





re re 
=, 
I ERNE 
ma 
lim 7 ® lim 9 , im 9 
a z=o (x) z=o 
log & log 
LA 
== r. y 
wie in (5) ausgesagt wurde. 
8 3, 
Dirichlet. 


In der Einleitung einer Arbeit?, welche heute als sein größtes 
Werk anzusehen ist, beginnt Dirichlet mit folgenden Worten: 

„Die aufmerksame Betrachtung der natürlichen Reihe der Prim- 
zahlen lälst an derselben eine Menge von Eigenschaften wahrnehmen, 





1) 4, Bd. 2, 8. 101; 5, Bd. 2, S. 100. 
2,23 


N 
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deren Allgemeinheit durch fortgesetzte Induction zu jedem a. 
Grade von Wahrscheinlichkeit erhoben werden kann, während die 
Auffindung eines Beweises, der allen Anforderungen Ar Strenge ge- 
nügen soll, mit den Beten Schwierigkeiten verbunden ist. Eines 
der merkwürdigsten Resultate dieser Art bietet sich dar, wenn man 
sämmtliche Glieder der Reihe durch dieselbe übrigens ganz beliebige 
Zahl dividirt. Nimmt man die Primzahlen aus, die im Divisor auf- 
gehen und mithin unter den ersten Gliedern der Reihe vorkommen, 
so werden alle übrigen einen Rest lassen, welcher relative Primzahl 
zum Divisor ist, und das Resultat, welches sich bei fortgesetzter Di- 
vision herausstellt, besteht darin, dafs jeder Rest der genannten Art 
unaufhörlich wiederkehrt, und zwar so, dafs das Verhältnifs der Zahlen, 
welche für irgend zwei solche Reste bezeichnen, wie oft sie bis zu 
einem gewissen Gliede erschienen sind, bei immer weiter fortgesetzter 
Division die Einheit zur Grenze hat. Abstrahirt man von der zu- 
nehmenden Gleichmälsigkeit des Vorkommens der einzelnen Reste und 
beschränkt das Beobachtungsresultat auf die nie aufhörende Wieder- 
kehr eines jeden derselben, so läfst sich dasselbe in dem Satze aus- 
sprechen: »dals jede unbegrenzte arithmetische Reihe, deren erstes 
»Glied und Differenz keinen gemeinschaftlichen Factor haben, unendlich 
»viele Primzahlen enthält.«“ 








Dirichlet schließt sich also den beiden Vermutungen Legendres 


lim z,(&) = © 
cC=x 


und 
. 7=,(&) 
lim UFER 
über die Primzahlen der arithmetischen Progression an. Der Zweck seiner 
Arbeit und das große darin erreichte Ziel war nun, die erste derselben 
(also das im Schlußsatze des Zitates Ausgesprochene) zu beweisen. 
Dirichlets Beweis ist bald klassisch geworden, und ich werde auch 
in diesem Werke bis auf einen einzigen Punkt den Satz genau im 
Anschluß an Dirichlet beweisen. Br Punkt, dessen Überwindung 
‚übrigens das Schwierigste und Bedeutendste bei Dirichlets Leistung 
war, besteht darin, daß es erforderlich ist, zu zeigen: Die Summen 
gewisser Eehdhiähen Reihen, deren Kan leicht Sal werden 
kann, sind von Null u chieden. Dirichlet bewies! jenes Nicht- 
Ekwinden dadurch, daß er feststellte: Jede unter jenen Reihen- 
summen ist das Produkt einer positiven Größe mit einer gewissen 





1) 5a, 8. 368—369; 5, 8. 460—461. 
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Anzahl (Klassenanzahl binärer quadratischer Formen einer gewissen 
Diskriminante), folglich nicht Null. 

Um also zu präzisieren: Dirichlet bewies, daß für die Anzahl 
x,(x) der Primzahlen ky+Il,<x 


limx,(x) = © 
C=%0 


ist, und er vermutete nur, daß für zwei solche Progressionen ky+l,, 
ky + I, mit der Differenz % 


. Ist. 

Dirichlet hat also für das tiefere Problem der Primzahlen der 
arithmetischen Progression das nachgeholt, was für das allgemeine 
Primzahlproblem schon durch Euklid geleistet war. 

Zum allgemeinen Primzahlproblem hat Dirichlet zwar indirekt 
durch die Einführung der analytischen Methoden in die Zahlentheorie 
beigetragen; er hat aber von den betreffenden Anwendungen selbst 
nichts ausgeführt. Sein Passus’ vom Jahre 1838 „jai fait Yappli- 
cation de ces prineipes ä la demonstration de la formule remarquable 
que Legendre a donnee pour exprimer d’une maniere tres-approchee 
combien il y a de nombres premiers au dessous d’une limite quel- 
conque, mais tres-grande“ ist übrigens bei weitem nicht etwa so auf- 
zufassen, daß Dirichlet einen Beweis des Satzes 


besessen habe. Sein (1889 durch die Werke bekannt gewordener) 
handschriftlicher Zusatz (hinter „remarquable“) vom Jahre 1838 „qui 
n'est exacte que dans son premier terme, la veritable expressi- 


on-limite Stan in dem an Gauß gesandten Exemplar jener 


Abhandlung ist auch höchstens so zu verstehen, daß Dirichlet schon 
richtig (vgl. den Bericht über Tschebyschef im folgenden Para- 
graphen) erkannt hat, Legendres Formel sei unzutreffend. Er konnte 
aber nicht etwa beweisen, daß die Funktion 


EI 
fo) = Dog 


1) 3a, 8. 272; 3b, 8. 372, 
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die Gleichung 


RE 
ne! 
erfüllt. 
84. 
Tschebyschef. 


Im allgemeinen Primzahlproblem hat nach Euklid erst Tsche- 
byschef die ersten weiteren sicheren Schritte gemacht und wichtige 
Sätze bewiesen. Man verdankt ihm zwei grundlegende Arbeiten) 
über den Gegenstand, aus den Jahren? 1851 und 1852. Tscheby- 
schef hat sich in seinen Publikationen geringere Ziele gesteckt als 
den Beweis von 

ee 

var log x 
zu erbringen; aber jene für die damalige Zeit sehr weit liegenden 
Ziele hat er auf höchst scharfsinnige Art erreicht, teils durch elemen- 
tare Summenabschätzungen, teils durch Anwendung dessen, was wir 
heute Dirichletsche Reihen mit reellen Variablen nennen. 

Ehe ich seine Hauptresultate aufzähle, führe ich zu ihrer Er- 
läuterung einige Hilfsrechnungen aus, welche den Leser mit der dabei 
auftretenden Funktion von z>1 


x 

[} 
j} du 
. log u 


befreunden sollen und auch die spätere Anwendung”? der Zeichen O0 
und 0 zur Abkürzung solcher Rechnungen erwünscht erscheinen lassen 
sollen. 





1) 2 und 4. Der Inhalt von 2 ist auch 1849 als dritter Anhang (S. 209 — 229) 
im Lehrbuche 1 erschienen und auch in 8 (8. 214—244) italienisch übersetzt. 
Die deutsche Übersetzung des Werkes 1 (von H. Schapira, Berlin (Mayer und 
Müller); 1889, 2. Ausg. 1902) kommt nicht in Betracht, da auf Wunsch des Ver- 
fassers jener Anhang fortgeblieben war. 

2) Ich nenne hier wie stets die den Zeitschriftenbänden vorgedruckten 
Jahreszahlen, welche natürlich nicht immer das Jahr des Erscheinens des be- 
treffenden Bandes oder gar Heftes wirklich angeben. Tschebyschefs erste 
Arbeit trägt den Vermerk: Lu le 24 Mai 1848. 

3) Vgl. $s5 und $12. Hier mache ich von jenen Zeichen noch keinen 
Gebrauch. 
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‚Ich behaupte zunächst die. Richtigkeit der Gleichung 





du 
log u 
1 Ä 7 
( ) lim =], 
x=8 ae 
log x 


d. h. ich behaupte, daß der Grenzwert des Quotienten auf der linken 
Seite existiert und den Wert 1 hat. 


Zum Beweise werde zunächst das Hilfsmittel der partiellen Inte- 
gration angewandt. Es ist 


du u du 
a u Jlogu wi 


du x 2 du 
(2) Te logx log? le 
2 2 


Nun ist für ->4 








also für >1 





"du 
</ log?’ u 
Vx © 
du "du 
-/; logu 7 | log? 
2 Vz 
du du 
fi Iog* 2 “f 108° (Ya) 
log? 2 log? x 
(ge 4X 
< nr log?’ x’ 
8 ga 
folglich 
x X 
log x du log & 4 rl 
er: f log! u ” jogt2.ya ı log@’ 
2 


da für « < 0,8>0 kiera=1,ß=}) 
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. g“ 
x 
“N m 5 sun 


ist, ist 





x 
el | 
in a —=.0, 
NEIL LE og? u 
5 


im ef, du a 
EEE log u 
D) 


ui 


so daß sich aus (2) 





und damit die Richtigkeit der Behauptung (1) ergibt. 
Durch die Identität 








ee NIE, 
% ® 
log x du log x 
log u 


ersieht man also, daß aus jeder der beiden Gleichungen 


| u) _ 
(3) en 
log x 
und 
A 





(4) er - du 
log u 
| 2 


die Richtigkeit der anderen folgen würde. 
Ich behaupte ferner, dab für jedes ganzzahlige qg > 1 





du j 113 2!x g—1)!x 
mern log?x ) 
(5) lim-“ . LE ET 
2=o q $ 
log! +!x 








ist. In der Tat ergibt sich durch partielle Integration 





1) Dies bleibt für g=0 richtig und ist dann mit (1) gleichbedeutend, 
wenn die Klammer im Zähler der linken Seite von (5) Null bezeichnet. 
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au EEE. du 
logu logu a: log?’u 


ur! 











du 


= log u a log? u log?’ u 


ER 1! 2!u gu IE du 
e TE Hr log? u Es log® nr log? +1u = (+ u Ä 


also für >1 
du x 11x a) 
ir ge (1 rs log? & Aa log?x 


; g:% 
(6) or Ip 1 Be (+ 1) I 


wo c eine Konstante bezeichnet. Das in (6) am Ende stehende Inte- 
gral ist für >4 Se. und 


du 
fr ya+ 2 J log?*?u I, 


Vva—2 ir ne 





= log?+?2 log?+2 (Yx) 
x 92+ ?r / 2 
< jogttig T Toglrtg) 
sein Quotient durch 
“gi 
log!+1!x 14 
hat also für «= oo den Limes O0, so daß aus (6) die Behauptung 6) 


folgt. 
Das Hauptresultat der ersten Tschebyschefschen Arbeit» 
lautet nun: | | 
Wenn g eine beliebig große positive ganze Zahl und 6 
eine beliebig kleine positive Größe ist, so gibt es immer 
wieder ein &, für welches 





1) „II-&me Theoröme“: 1a, 8. 215; 1b, S. 209; 2a, 8. 146; 2b, 8. 348; 
2c, 8. 34; 8, S. 224. Die Seitenzahlen in 1e nenne ich hier und im Folgenden 
nicht besonders, da sie durchweg mit denen von la übereinstimmen. 





84, ERERUSCNEN. 15 











| ob *(@) = fe log u — ur x 
ist, und immer wieder ein &, für welches 


(8) | 7(«) < fe log u ar er 


ist. 
 D. h. oberhalb jeder Schranke & gibt es ein x, =x,(q, 0, &), so 
daß (7) erfüllt ist, und ein &, = ı,(g, 6, &), welches (8) befriedigt. 
(7) läßt sich auch so schreiben: 
(9) 


du 
ae 7% 9 fi)> 3% 
und (8) folgendermaßen: 


we u (+ fen) <i 
Der Tschebyschefsche Satz ) (10) läßt sich also modern 

















1) Bekanntlich versteht man unter der oberen Unbestimmtheitsgrenze (oder 
dem oberen Limes) einer für alle reellen & oberhalb einer gewissen Stelle defi- 
nierten reellen Funktion f(x), in Zeichen unter 


lim sup f(«) 


oder auch 
lim f(«) 
He ©) 


(sprich: Limes superior von f(x) für «= oo) die Zahl z, welche durch folgenden 
Schnitt erzeugt wird. Man teilt alle reellen Größen « in zwei Klassen; « kommt 
in die erste Klasse, wenn immer wieder einmal, d.h. für 2 =ı, (8) >8, 
f@)>« 
ist; « kommt in die zweite Klasse, wenn von einer gewissen Stelle an, d.h. für 
alle e>n=n(e), 
f f(x)< a 
ist. Hierbei sind die extremen Fälle 
2 = lim sup f(x) = — © 
H =o© 
und 
2 = lim sup f(&) = + © 
=%x 


denkbar, in welchen es keine Zahl der ersten Klasse, bzw. keine Zahl der zweiten 
Klasse gibt. Abgesehen von diesen beiden Fällen ist 2 endlich und es gehört 


Dee ’ N} “ n 


x 


16 I. Entwicklung vor Hadamanrdı. 














folgendermaßen formulieren: Es ist für jedes ganze qg > 0, also ee 
(11) 


lich’ auch für jedes reelle q | 
ie za) — Fe >0 
und 


(12) lim inf log 3 (2) — Ser) u 


c=%80 














die obere Unbestimmtheitsgrenze ES also zwischen O (inkl.) und 
oo (inkl.), die untere zwischen — © (inkl.) und O (inkl.). 

Aus (11) und (12) ergibt sich zunächst? für jedes einzelne g: 
Wenn 


a3 im at) - En 


existiert, so ist dieser Grenzwert = (). 
Also insbesondere für g—= 1, wenn (1) beachtet wird: Entweder 


a) 








existiert nicht oder dieser Grenzwert ist = 1. 
Noch präziser hat für g=1 Tschebyschef durch die Rela- 
tionen (11) und (12) bewiesen: 


; (x) 
(14) alt Er | 
log x 


für &>0 jedes 2— e der ersten Klasse an, wird also immer wieder einmal über- 

troffen, jedes 2+. der zweiten Klasse, wird also von einer gewissen Stelle 

an nicht mehr übertroffen. Ebenso läßt sich AR ur f(x) (oder auch lim lim fo 
= [6 


definieren, bzw. durch die Festsetzung 
lim inf f(&) = — lim sup (— f(«)) 
2.221009 = 


auf den Limes superior zurückführen. Beide Zahlen lim sup und liminf sind 

also — in vorteilhaftem Gegensatze zu lim — bei jeder für 2>x, definierten 

reellen Funktion vorhanden, wenn man die extremen Werte — 00 und oo zuläßt. 

Ebenso sind lim sup und lim inf für =a (statt = 00) bei Annäherung von 
einer Seite, sowie bei beiderseitiger Annäherung zu erklären. 

1) Da (11) und (12) mit einem q für jedes kleinere gelten. | 

2) „IV-me Theoröme“: 1a, 8.220; 1b, 8. 214; 2a, 8. 160; 2b, 8. 354-3555 

2c, 8.40; 8, 8. 231—232. ä 

4 
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EA 7 (&) 
(15) et 


log & 
In der Tat folgt aus 





lim F (2) = « 


und 


E 


 _ anwende. 


lim sup G (x) = 


daß 
limsp (Fo +G@W))=«+Bß 


ist, und entsprechendes für den liminf statt des lim sup. 


Tschebyschef zog aus seinen Sätzen (11) und (12) noch eine 
weitere wichtige Folgerung”, welche Legendres Vermutung über 
den Grenzwert 

lm A(&) 
des $ 2 widerlegte. Tscheby.schef bewies: Wenn 
lim A (x) 


existiert?), so ist dieser Grenzwert — 1. Nach der Definition 





(8) = log © — =) 
ist nämlich zunächst 
Az) = logr — = 
= log? x & 
= r(«) ae (*(8) et ak 


aus der Existenz von 








lim A{#) = 4 


folgt a fortiori 


nes a 
a er 1, 





1) „IH-eme Theoreme‘: 1a, S. 218; 1b, S. 212; 2a, S. 148; 2b, S. 352; 
2e, 8.38; 8, S. 229. | 
| 2) Unter Existenz eines Limes verstehe ich stets, daß der Grenzwert existiert 
und endlich ist, unbeschadet dessen, daß ich gelegentlich die Schreibweise 


lim f(x) — 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 2 


» 

Y> 
EM 
Mir 

" 
Br r_- 
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also 
N I AORA N & 

(16) lim ©," (2(2) — 102 ) = A: 

Nun ist nach (5), wenn darin g=1 gesetzt wird, j 
& Y 
logu log& 

mem ——1, 
x=00 BR > 
log? x 











x 
#107 "du eh 
(17) R- ; logu logx : 


also, wenn (17) von (16) subtrahiert wird, 


log 
lim 7 I = (=) fer) -=4-1, 


so daß nach dem Tschebyschefschen Satz über den Grenzwert (13) 
4-1=0, 
4,=1 
sein müßte. 


Tschebyschef zog aus seinem Satz mit Rücksicht auf die in 
(5) für ganzes qg > 1 enthaltene Relation 


. _ log!x Ay du (a Te z 
um x. ur 7 Fe: W Dark 5 Fer es EN 


“ 








noch die Folgerung”: Für ein ganzzahliges g>1 ist das Produkt 
log? BR“, 
(18) El) (tt) 


log? 
bei gegebenem ö > 0 immer wieder einmal > — Öd und immer wieder 
einmal < d, d. h. der lim sup des Ausdrucks (18) ist >0, sein 
lim inf < 0, sein lim also entweder nicht vorhanden oder 0. 
Das Balve le der zweiten Arbeit? Tschebyschefs lautet: 








log x 





28 5 _ 


1) Hauptinhalt des „V-eme Theor&me“: 1a, 8. 223; 1b, 8. 217; 28, S.152; 
2b, S. 358; 2e, 8. 43; 8, 8. 235. 

2) 4. Bei der Kukählien der Hauptergebnisse dieser Arbeit gebe ich keine 
genaueren Seitenzahlen an, da die Ergebnisse zum Teil nur zwischen den Zeilen 
stehen und von Tschebyschef nicht in der pointierten Weise herausgearbeitet 
sind wie bei seiner ersten Abhandlung. 
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Es ist 
lım inf - u a) 
; u log x 
und sogar 
(19) lim inf 9 > a, 
log & 
wo a die numerische Konstante 
az 
log 23°5 — 0,92129 - 
3090 | 
bezeichnet; andererseits ist 
lim sup BR N, 
Ps Er 
(d. h. der lim sup endlich) und sogar 
(20) lim sup — = > ad, 
Aa En 
— 1,10555 - 


In Verbindung mit (14) und (15) war durch as) und (20) fest- 


gestellt, daß 


(21) - 0,92129 . .. < lim inf 2 <1 
ne: 
und 
(22) I lim sup en < 1,10555 - -- 
BE 
ist. 
Diese Resultate (19) und (20) über den Quotienten 
7) 
/ IAge; % 
log 


bewies Tschebyschef, indem er zunächst für den bequemer zu be- 


handelnden Quotienten 
x ? 


dx) = Zlogp 


p=x 


I#F 
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(Summe der natürlichen Logarithmen aller Primzahlen <x) ist, die 
zu (19) und (20) analogen Relationen über seine Unbestimmtheits- 
grenzen nachwies: 


(25) lim inf — E ) >a 
und 
(24) | lim sup <}a. 


Von (23) und (24) ging er zu (19) und (20) über, indem er sich 
auf die evidente” Identität 
(25) (x) zz al = l)= I u («>122; x und / ganz) 


n=| 





stützte und etwa folgendermaßen schloß: Es sei von einer gewissen 
Stelle 7— 1, wo l ganz und >2 ist, an? 


9(2) 2 9X) 2 dur(®), 


wo also 9,(2) und 9,,(2) je eine obere und untere Abschätzungs-. 
funktion von #(x) ist. Nach der aus (25) folgenden Identität 





| © 1 1 8-1) (a) 
(al) I) En) (en mn) 
n=) s 


ist für ganze > | 


(ee 
x(x) — a(l—1) 8 Hrn) (1 Br 5) ur ee &. I 








— logn logn-1) log (+1) 
ee) 9.) —9,n— 1) 
#II IT 
(26) log! Fe +3 men 
und 
1) In der Tat ist N 1 oder = 0, je nachdem n eine‘ 


log n 
“ Primzahl oder eine ne Zahl ist. 

2) Ich schließe mich hier auch in den Bezeichnungen an Tscehebyschef an, 
um recht klar zu machen, daß Tschebyschef, ohne es auszusprechen, implizite. 
schon bewiesen hat: Falls | 


- 


EL 
lım 1m) eu ' 
z=o 3% 
ist, so ist 
2 N 
lim — — —1 
=00 X i 
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_ 1 1 IL) (x) 
(2) B a(l = 1) < 2%) ee  logn+ 5 3 Togt Da 1) 


Ran —-3 0-1 8 _(n) — a 
ey = og? I 22 : logn 


Wenn also für ale e>1!1—1 
eb 
Eu 




















n =ıl 


ist, so kann 


9,(2) = bz, 
dr) = 0 
gesetzt werden, und (27) liefert für ganze x >| 
1 
(2) <cH+ DI 


RS 


wo c eine Konstante ist, d. h. für ganze und nicht ganze x >! 


(x) = I 





; Set 5 Bu joe 
x 
b du 
= ar log 2 +b logu’ 
2 


folglich 
Dies besagt, daß 


ist. 
Ebenso ließe sich aus (26) 


ee 2. 2) > liminf 


x=o x=n 


- log 


v = 
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schließen, was jedoch wegen 





unmittelbar klar ist. 

Aus (23) und (24) folgen also wirklich (19) und (20), also in 
Verbindung mit den Resultaten der ersten Tschebyschefschen Ab- 
handlung (21) und (22). 

Tschebyschefs zweite Arbeit war durch folgenden Umstand 
veranlaßt worden: Bertrand" hatte bei Gelegenheit einer gruppen- 
theoretischen Untersuchung von dem Satz Gebrauch gemacht, den eı 
nicht beweisen konnte und nur innerhalb der Grenzen der Tabellen 
verifiziert hatte?: „Für jedes ganze «>77 gibt es mindestens eine 
Primzahl p, welche dem Intervall 


S<p<eı—2 


angehört.“ Dies beweist man nun nach Tschebyschef folgender- 
maßen. Wegen (23) und (24) ist bei gegebenem d>0 von einem 
gewissen = /(Ö) an, d. h. für alle >] 


( 


(28) a 
also ist speziell von einem /.an 
ren 


Daher ist für 2 >1!, wenn bei 9(2x) die Abschätzung nach unten 
bei #(x) die Abschätzung nach oben benutzt wird, . 


922) — #(a) >0,9-22—1,2.% 
=0,6-.%; 


1) Auf 8.129 des M&moire sur lenombre de valeurs que peut prendre 
une fonction quand on y permute les lettres qu’elle renferme 
Journal de l’Ecole Royale Polytechnique, Heft 30 (im Bd. 18), S. 123-140; 1845 

2) So daß also sein betreffendes gruppentheoretisches Ergebnis von ihm 
nur als für alle Permutationsgruppen bis zu 6 Millionen Elementen für bewiesen 
erklärt wurde. 
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wegen 


x(22) - xx) = = == 
log p 


—e log (2x) 
ee 


1 
— 05 a0) 1067 


DDR 
#28) — 9) 
STERN 





ist also für >| 


| (2x) — (x) > erg 
Es ist daher 


lim (x (2x) — 2(&)) = © 


die Primzahlmenge zwischen x (exkl.) und 2x (inkl.) wächst also ins 
Unendliche. Von einer gewissen Stelle an liegt folglich zwischen 


> (exkl) und x — 2 (inkl.) mindestens eine Primzahl, und bis zu 


jener Stelle brauchte es nur aus den Tabellen verifiziert zu werden. 
So hat Tschebyschef das Bertrandsche Postulat und zugleich 
mehr bewiesen. 
Noch schärfer konnte Tschebyschef aus (28) schließen: Falls 
0 >0 ist, ist für e>1=1(d), was auch &> 0 bedeuten möge, 
+92) — Bla) > (1l+e)la — d)a — (fa + 6)% 
(29) | =/1+.:.-9.—- 2 +90) 
Für jedes e>+# ist d>0 so klein wählbar, daß die geschweifte 
Klammer in (29) positiv ist; für alle e> + ist also 
lim a <f- — — #&) 
1 FU IR) — FR) 
a(1+892) — x(a) > ots 
lim{z(1 +92) — x(&)}= 





> 0, 


also wegen 





In Worten: Zwischen x (exkl.) und (1 + e)& (inkl.) liegen, falls <>; 
ist, von einer gewissen Stelle an mindestens eine Primzahl, von einer 
gewissen Stelle an mindestens zwei Primzahlen, - - -, bei gegebenem q 
von einer gewissen Stelle an mindestens q Primzahlen. 

Es ist damit auch folgendes bewiesen: Wenn », die nte Prim- 
zahl bedeutet, so ist 
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lim sup ae <$&; 


denn sonst gäbe es ja ein e>+, so daß unendlich oft 


P, en+l 


: >1+: 


ist, d.h. zwischen p, (exkl.) und (1-+ e)p, (inkl.) keine Primzahl 


liegt, was dem Obigen widerspricht. 
Zum Schluß seiner zweiten Arbeit konstatiert Tschebyschef 
%T 


noch, daß das arithmetische Mittel zwischen a— - und rd } 


log& 


nämlich Na-- die Primzahlfunktion x(x) mit einem Fehler dar- 


10 rt 
stellt, dessen Quotient durch die Näherungsfunktion Tuer: von 


einer gewissen Stelle an kleiner als 1 ist. In der Tat ist bei ge- 


gebenem ö>0 nach den Relationen (19) und (20) von einer ge- 


wissen Stelle an 
= log x 














a—d< <Sa+tbd, 
ana meier | Na<ha+b, 
| log 
(30) Fe Er Nal<da+, 
Zt 
a) M 
8% 1 10 | 
1 Sure E 
10 log x 





was, wenn nur Ö klein genug gewählt ist, kleiner als -, ist. 


Noch prägnanter ist es, aus (30) für 0<ö <a so weiter zu schließen: 




















er 10 er: | en 
Ti 
<< (16@ ie Se Ö’ 
| ar 
lim sup | rn SEIT. Er 


d. h.: Der absolut genommene Fehler ist, wenn d > 0 gegeben ist, im 
Verhältnis zum wahren Wert von einer gewissen Stelle an <4 +06 
also z. B. von einer gewissen Stelle an < 4. 


? 
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Tschebyschef zog im Verlaufe seiner zweiten Arbeit aus seinen 
Sätzen (23) und (24), die man ja auch mit Konstanten A, B 
| Ara) DE («> 2) 
schreiben kann, folgende interessante Folgerung: 
Wenn F'(n) für alle ganzzahligen rn > 2 definiert und positiv ist, 
ferner so beschaffen ist, daß 
F'(n) 
logn 
bei wachsendem » niemals zunimmt, so sind die Reihen 
(31) SF) - F@)+F@)+F6)+: 
und 
SF mn) _.F(2) 
(82) logn log2 


n=2 
entweder beide konvergent oder beide divergent. 
In der Tat ist für ganze x > 2 


ee ee 
Nr(p)- > a re 


pPS% 


F'(3) F(4) 
2e4 log3 35 log 4 Ein 











F (n) Fin 3) Aa 1) 
Suomi ein 





logn logn-+1) 


also einerseits, da nach Voraussetzung stets 


F(n) F(n + 1) 
logn lognm-+1) = 




















ist, 
(m) Fn+12 BxFa&+1 
>, F@) = Den  Tlgn+ » = log (c +1) 
DER n=2 
Fi BF) 
ne ns) nn 
2 Fon) BF() 
2 nm, Fast 2 
andererseits 
F(n) Fn+1) As<F(&<-+1) 
OFo)> = en Se ge 
223% 





(34) 4 > = un a 2 
N=2 


96 T. EL vor Hadamard. 








Aus (33) folgt t, E mit (32) die Reihe (31) oe aus (34) 
das Uneskahre 

Natürlich folgt aus dem Bewiesenen die Richtigkeit der Be- 
hauptung auch dann, wenn F(n) seine Voraussetzungen 


Fo) _ Fon+2 
logn = log(n-+ ı) >0 


nur von einer gewissen Stelle an erfüllt; denn auf die Konvergenz 
oder Divergenz einer Reihe ist die Abänderung endlich vieler Glieder 
ohne Einfluß. 

Ich habe so lange bei Tscehebyschef verweilt, weil er der erste 
war, dessen Publikationen die allgemeine Primzailie gesicherte 
Ergebnisse verdankt; wie Tschebyschef die Ungleichungen (23) 
und (24) bewiesen hat, aus denen ich die weiteren Ergebnisse seiner 
zweiten Abhandlung Et wenigen Strichen entwickeln konnte, wird 
der Leser später bei der systematischen Darstellung der Primzahl- 
theorie erfahren. 

Tschebyschef konnte, wie aus dem Vorangehenden ersichtlich 
ist, vor allem folgende Fragen nicht lösen, welche in innigem Zu- 
sammenhang miteinander stehen. 


1. Ist es wahr, daß 





.._ (x) log x 
lim "@log © 
x 


und Sa ä 
lım ©) 

existieren? (Alsdann müssen die beiden Grenzwerte nach den Ergeb- 

nissen Tschebyschefs =1 sein und (3), (4) wären bewiesen.) 


2. Ist es wahr, daß für alle <> 0 
lim {z(1+92) —-a(x)} = 


ist, d. h., was offenbar ganz dasselbe bedeutet, daß 


lim ati — 1. 
ist? x : 
Offenbar liegt die Vermutung 1. noch tiefer als die Vermutung 2., 
welche durch sie mitbestätigt würde. 

Die Vermutung 1. ist nach dem Obigen mit 


en 
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identisch. Für ae A ST ich sie noch gleich in la 


Form kleiden: 
s (x) 
un Leg) s. . 





wo Li(x) (sprich: Integrallogarithmus von x), abgesehen von einer 
konstanten Differenz mit 


J : du 
logu 
identisch ist. Es gilt nämlich für > 1 bei zu Null abnehmendem 


positiven d die Definition 
1—0d x 





. "dw d 
(85) Lite) = lim rau + fiogn)) 
2; 140 
so daß jene Konstante —= Li(2) ist: 
d 
Life) = Lii2) + Erz 


Daß der Grenzwert (35) existiert ee 


x 
" du 
log u 
0 
sinnlos ist), ergibt sich folgendermaßen. Zunächst darf in « = 0 hinein 
integriert werden, da für zu O abnehmendes u 





: 1 
lım —., 0 
EN 0gU 
ist; ferner ist, wenn 
u=e 
gesetzt wird, für O<ö<1l 
1-0 log(t 0) 
BULED EN 
logus 1,/9 © 
N 
log (1-0) 
— fe — dv + So v, 
sowie 
log x 
du e 
-—=I1-— de. 
log u 


1+Jd log (1+0) 
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Nun ist 


e’ 1 D) 
ra Re ne Er 
die Summe vom zweiten Glied an 


et v 
A a 


® 


darf gewiß in v—= (0 hinein integriert werden, so daß einfach 











log(1—0) BE = log x 
tim ( U) -/‘ 1 
DE —1 VER —1 
ist, und der Ausdruck 
log(1 — Ö) log x 
1 log x 
# dv = dv = log (— log (1 — ö)) + log log LS) 
—1 log (1+06) 
— log (1 — Ö) 





= loglog = lo 


hat gewiß wegen 


6? 
2. 
. _— log (1 — ö) : n. 
lım - = lim = 
o log(1+9) 3 Ö? 
o= ö= un m we 
—_— 1 


einen Limes (nämlich log log x). 
Die Vermutung 1. ist, wie ich mit Rücksicht auf eine oben er- 
wähnte Stelle bei Dirichlet hervorhebe, auch mit 





x 
lim Se —]1 
S: [®] 
N.2==00 1 
<< log n 


identisch; denn es ist ja für > 2 


[x] [2] +1 


du 
2 18 log n = log u 


n=2 
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und 
’ [x] [«] 
du 
DI: logn Are +f log u 
mw 2 
Eu 
Fan Se 2 iR logu 
‚also 


du 1 
Sy n ae <jog2? 
2 


n=? 


Le] 


Riemann. 


Riemann, dem die Primzahltheorie die genialste und fruchtbarste 
Abhandlung” (aus dem Jahre? 1860) verdankt, stellte sich ein ver- 
wandtes, aber doch anderes Ziel als Tschebsschef und griff es mit 
viel kräftigeren Hilfsmitteln an. Sein Ziel war, für eine eng mit 
(x) zusammenhängende, von der Primzahlverteilung abhängige Funk- 
tion einen bestimmten genauen Ausdruck aufzustellen, der ein Glied 
Li(x) und unendlich viele andere Glieder enthält. Jener genaue, aber 


recht komplizierte? Ausdruck setzt übrigens gar nicht etwa in Evi- 
denz, daß 





ee RAS 
ee) X 
logx 





1142. 

2) Dieselbe ist im Bericht über die Sitzung der Berliner Akademie vom 
3. November 1859 abgedruckt. 

3) Ich bitte den Leser, sich durch die auf diese Formel bezüglichen kom- 
‚ plizierten Darlegungen nicht abschrecken zu lassen. Die rs mannsche Formel 
ist bei weitem nicht das Wichtigste an der Primzahltheorie und wird erst im 
‘Kapitel 19 des Werkes, um dort bewiesen zu werden, wieder erscheinen. Die 
übrigen im vorliegenden Paragraphen genannten Eigenschaften der Zetafunktion 


‚werden auch nicht vor Kapitel 15 wiederkehren. 
| 
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ist; man darf MI ich: glauben, daß en: Formel, selbst wenn 
er sie bewiesen hätte, die Tschebyschefschen Probleme gelöst hätte. 
Nun ist es aber Riemann keineswegs gelungen, die von ihm ver- 
mutete „Riemannsche Primzahlformel“ zu beweisen; er hat nur das 
Werkzeug geschaffen, durch dessen Verfeinerung man später diese 
Vermutung und vieles andere hat beweisen können. ‚Jenes Werkzeug 
ist die Anwendung der Theorie der Funktionen eines komplexen Ar- 
gumentes s auf eine ganz bestimmte Funktion &(s), die „Riemann- 
sche Zetafunktion“, welche in der Halbebene® N(s)>1 durch die 
Reihe 


i 1 
ie) — = “ 
definiert ist, wo n* die Bedeutung e!%” bei reellem logn hat. 
Riemann bewies: | 
1. Die Funktion $(s) ist in der ganzen Ebene regulär bis 
auf den Punkt s=]1, der ein Pol erster Ordnung mit dem 
Residuum 1 ist; mit anderen Worten: 


(s- 1)666) 
(4 


sınd ganze transzendente Funktionen. 
2. Die Funktion? 


und 


Pe)r "808 | 
(welche übrigens ins—=0unds=1 Pole erster Ordnung hat, 
sonst regulär ist) bleibt ungeändert, wenns durch 1— s er- 
setzt wird. 
Dies ließ sich durch Benutzung der bekannten Funktionalglei- 
chungen der Gammafunktion in a Gestalt bringen: 


er Ka cos T(s)&(s) | 

und besagt in dieser oder der ursprünglichen Gestalt, daß der Quotient 
51 — 5) 

&(s) 4 

sich durch bekannte Funktionen darstellen läßt, d.h, daß man den 








1) Ich verstehe unter 6 —= NR(s) den reellen Teil der komplexen Zahl 
s=6- ti, unter t= “{(s) den Koeffizienten von © im rein imaginären Teil. 

2) Die Eigenschaften der Eulerschen Gammafunktion setze ich als bekannt 
_ voraus. 


x > [ 
u 
x 
fi ‘ 
I 





% 
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Verlauf der Funktion &(s) in der ganzen Ebene beherrscht, falls man 
ihn in der Halbebene 

0 
verfolgen kann. a: 

Aus diesen Ergebnissen konnte Riemann leicht schließen, daß 
&s) für s= —-2,5s=—-4s=—6,---, allgemein s=— 29 (wo q 
eine positive ganze Zahl ist) von der ersten Ordnung verschwindet, 
sonst aber für alle reellen s, sowie für o<(0 und o>1 von Null 
verschieden ist, so daß alle von — 2g verschiedenen etwa vorhandenen 
Nullstellen dem Streifen O<o<1 angehören und nicht reell sind. 
_ Riemann vermutete ferner, ohne mehr als heuristische Gründe 
für die Richtigkeit anführen zu können, daß die Zetafunktion folgende 
sechs Eigenschaften besitzt: 

I. Es gibt unendlich viele Nullstellen von £(s) im Streifen 
0<o<l,die natürlich symmetrisch zur reellen Achse und 
auch nach der Funktionalgleichung symmetrisch zur Ge- 
raden 6=; verteilt liegen. 

II. Wenn für T>0O-unter N(7) die Anzahl® der Null- 
stellen (mehrfache mehrfach gezählt) ee wird, deren 
Ordinate zwischen O (exkl.) und 7 (inkl.) liegt, so i 


a) NT)= 5, Tlogr #280” 74 O(log 7), 


Hierbei verstehe ich unter der Bezeichnung O(log 7) eine Funk- 
tion von T, deren Quotient durch log 7 absolut genommen für alle 
T von einer gewissen Stelle an unterhalb einer festen Schranke liegt. 
Ich verstehe allgemein, wenn y(x) eine für alle reellen x von einem 
gewissen Werte an definierte und positive Funktion von z ist und 
f(x) eine von einem gewissen reellen x an definierte reelle oder kom- 
plexe Funktion von x, unter der Schreibweise 
| fix) = Oy@) 

‚sprich: O von g(2)), daß 


lim iUD, 
er 


lich ist, d.h, Be es zwei Zahlen & und A gibt, für welche bei 


illen x > £ 
fa) < Agy®) 


fe) 
g9(&) 





st. 


. 1) Dieselbe ist für jedes 7 endlich, |da es sich wegen der Beschränkung 
)<o<{1 nur um ein endliches Gebiet der komplexen Ebene handelt. 
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Im obigen Falle gibt es natürlich, wenn (1) überhaupt wahr is 
ein A, welches allen 7 > 2 entspricht, da ja auf der endlichen Strecke 
2<T<$ gewib 


| NT) — „_ TlogT— 





1 +log(@m) „| 
29m | 


y 
Be x 





log T | 
unterhalb einer festen Schranke liegt. Mit anderen Worten, (1) be- 
sagt: Es gibt eine absolute Konstante A, so daß für alle 102 


| ni A a a az, 3 
NM) (35 Tloeg7 — "72807 7) <A 





ist. | 
II. enthält I.; aus II. folgt insbesondere leicht: Wenn ß,+ y,% 

(n = 1,2,- : -), nach wachsenden Ordinaten y, geordnet, die Nullstellen 
in der oberen Halbebene sind, so ist 
1 


konvergent, dagegen 








divergent, d. h.: { 
IH. Wenn e=ß-+yi alle nicht reellen Wurzeln von &(8 
durchläuft, ıst A 


1 
Drß 
G 


konvergent, dagegen 


divergent. 


Aus I. folgt: Das, was wir heute als Weierstraßsche Produkt 
darstellung der ganzen transzendenten Funktion 


s-D3T)EO-6- HS +1) 
bezeichnen, hat die Gestalt: 
(2) (Fe) r( + 1) &(s) = eo ]( zn. " 2 
% 


wo k(s) eine ganze transzendente Funktion ist. Danach ist, wenn C 
die Eulersche Konstante bezeichnet, @ 
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(s 1) &(s) = — ne 2 ) 6) Il (1 = je 
-] [0 + DER u ‘ee , 


iso kurz 
(8) e-YE9-en ]](ı-2)er, 


wo t alle Wurzeln von &(s) durchläuft und K(s) eine ganze Funk- 
tion» ist. 

Riemann vermutete nun weiter auf Grund heuristischer Er- 
wägungen: 

IV. Die in (2) und (3) auftretenden ganzen transzenden- 
ten Funktionen %k(s) und K(s)=k(s) + es sind ganze rationale 


Funktionen ersten Grades, so daß bei beliebiger Anordnung 
der Wurzeln o bzw. r 





(s—- DEls) = ae Be: 
‚& Age 


und 


6-19:0- 4] -:)* 


rt 


ist, wo a,b, A, b Konstanten sind. 

V. Die Wurzeln o von $(s), welche dem Streifen er 
angehören, haben alle den reellen Teil +. 

VI. Es besteht die unten mit (5) De sschhate Identität 
für eine mit (x) eng verwandte Funktion. 

Zur Erläuterung von VI. muß hier die Erklärung verschiedener 
Zeichen vorausgeschickt werden. 

Es sei 

Li(e”) 


(sprich: Integrallogarithmus von e”) für alle nicht reellen w=u+ vi 





1) Bei der Ausdrucksweise „ganze Funktion“ oder „ganze transzendente 
Funktion“ soll der Spezialfall der ganzen rationalen Funktion einschließlich des 
noch spezielleren Falls der Konstante nicht ausgeschlossen sein. 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 3 
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(vZ0) dureh die längs horizontaler Geraden erstreckten Integrale” 
definiert: 


Li(e)-|ds+ni fürv>0, 


—-0©-+9i 


Li(e”) -/£ ds — ni für v<O; 
-o+»% 


diese Integrale sind jedenfalls wegen 


es, 
j 
konvergent. Für positiv-reelle w ist wegen 3 
sl 
das Zeichen 
Li(e”) 


schon am Ende von $ 4 definiert. Für reelle «< O0 werde für den 
vorliegenden Zweck dem Zeichen kein Sinn beigelegt. | 
Es bedeute x* für £> 1 und komplexes s den Wert e'!oe?, wo 
log x reell ist. Für die Wurzeln oe ist ologx nicht reell, also j 
Li(&2) = Liter!°e?) 
definiert. 
Es bedeute f(x) für nicht ganze > 1 die Funktion 


(4) f(x) = x(@) +42 (a: :) Hi (a8) + --, 
wo die Reihe rechts von selbst abbricht, da für y< 2 

"a(y)=0 
ist. f(x) ist also für nicht ganze x > 1 die Anzahl der Primzahlen bis 
x plus der halben Anzahl der Primzahlquadrate bis x (d. h. der Prim- 
zahlen bis Vz) plus dem dritten Teil der Anzahl der Primzahlkuben 
bis x (d. h. der Primzahlen bis Yx) plus usw. Man kann hierfür’ 


auch schreiben 
1 


[ (=) = m’ & Be 

pP" <x „ 

eine in der Folge oft benutzte Schreibweise bei Summen, in denen un- 
abhängig p alle Primzahlen, m alle positiven ganzen Zahlen durchläuft, 
so weit pP" <x ist. Für ganze x, die weder Primzahl noch Primzahl- 
quadrat noch Prnenhlkubte usw. sind, sei f(x) ebenso definiert; wenn 


| 
| 
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= == = = = 








aber x = py° ist, so sei f(x) gleich obigem Ausdruck (4) vermindert um 
= 1 


er n.d: h. 
em,’ f(x) = Dr a al 
Ne DA 2m, 
p”V<x 
- Dat: AALEN m, ‚ 
PIE 


Das betreffende x ıst also gewissermaßen nur ein halbes Mal berück- 
sichtigt. Man kann auch so definieren: Für diese x ist bei positivem, 
zu 0 abnehmendem Ö 


2 . fe +0d)+ fl@ — 6) 
>] ZEIT 
f(«) Hu . 





(Mittelwert an der Sprungstelle); in der Tat ist bei ganzem z = po 


tür 0=<-0< ] 
1 
f@+9)- >, 


fa 8) = 





Offenbar ist die Anzahl der nicht verschwindenden Glieder rechts in (4) 


| O(logx), 
da 


| erfordert: 


‚ Jedes Glied rechts in (4) ist höchstens gleich dem vorangehenden. 
3* 
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Fee ist, wenn TSchentach Satzt) 


2 (x) = ON: ) 


benutzt wird, 





fie) — (0) = 7 (a?) + O(logx x (a3) | 
—(0) 2 +0 (1og 202) 
-0(2)+0() 


| 
O& 
SEE 
ES 
09 | 
g|el 


), 


also f(x) gleich (x) bis auf einen Fehler von weit geringerer Ord- 
nung als z(2). 

Riemann stellte nun ohne strengen Beweis für f(x) folgende 
identische Gleichung” auf: 


(5) fa) = Li(x) — I(Litar) + Lie) + f Arge: 7. 





ER R 
y log y dy log 2 


wo 0',0” alle nicht reellen Wurzelpaare ; 

e=ßB+ri, e=-1-ed=-1-H ZU j 
von £(s), nach wachsendem positivem y geordnet, durchlaufen. Das ist die 
oben als Vermutung VI. bezeichnete „Riemannsche Primzahlformel.“ 


Ich betone nochmals, daß, selbst die Riehtigkeit dieser Formel 
vorausgesetzt, daraus noch keineswegs | 


(a) 4 
(6) ei RT —1, 4 
ah: E 
R X 4 
EIN, "Lie —=]1 


folgt. Die Wege zum „Primzahlsatz“ (6), den ich als das wichtigste 
Gesetz über die Verteilung der Primzahlen ansehe, sind aber, wie der 
weitere geschichtliche Verlauf zeigt, viel einfachere gewesen als die 
zur ee Formel (5). Wer den Beweis von (6) kennen. 
lernen will, hat nicht nötig, sich mit dem Beweis oder auch nur dem 


Sinn der Formel (5) vertraut zu machen. 


A al, $ 4, Relation (20). 
2) Ein Rechenfehler im letzten — konstanten — Gliede ist berichtigt. 
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Ss 6. 
Gauß. 

Ich nenne Gauß erst jetzt, weil er selbst nichts über -die Prim- 
zahltheorie publiziert hat; die näheren Einzelheiten seiner Beschäf- 
tigung mit dem Gegenstande wurden erst im Jahre 1863 — nach dem 
Erscheinen von Riemanns Abhandlung — dadurch bekannt, daß im 
Bd. 2 seiner gesammelten Werke ein hochinteressanter Brief” an 
Encke vom 24. Dezember 1349 abgedruckt ist.” In diesem erzählt 
(@auß, daß er schon als Knabe”) über das Problem nachgedacht hatte 
und vor Legendre zur Vermutung gelangt war, z(x) in bestimmte 
_ Beziehung zu elementaren Funktionen von x zu bringen. | 


Der Brieftext beginnt: 


„Die gütige Mittheilung Ihrer Bemerkungen über die Frequenz 
der Primzahlen ist. mir in mehr als einer Beziehung interessant ge- 
wesen. Sie haben mir meine eigenen Beschäftigungen mit demselben 
Gegenstande in Erinnerung gebracht, deren erste Anfänge in eine sehr 
entfernte Zeit fallen, ins Jahr 1792 oder 1793, wo ich mir die Lam- 
 bertschen Supplemente zu den Logarithmentafeln angeschafft hatte. 
Es war noch ehe ıch mit feineren Untersuchungen aus der höhern 
‚Arithmetik mich befasst hatte eines meiner ersten Greschäfte, meine 
Aufmerksamkeit auf die abnehmende Frequenz der Primzahlen zu 
richten, zu welchem Zweck ich dieselben in den einzelnen Chiliaden 
abzählte, und die Resultate auf einem der angehefteten weissen Blätter 
_ verzeichnete. Ich erkannte bald, dass unter allen Schwankungen diese 
Frequenz durchschnittlich nahe dem Logarithmen verkehrt proportio- 
nal sei, so dass die Anzahl aller Primzahlen unter einer gegebenen 





1) 1. 
2) Vor 1863 hatte man nur ohne nähere Erläuterung in dem 1852 erschiene- 


nen Briefwechsel von Olbers und Bessel (1, S. 234—235) die vage Andeutung 
. gelesen (in einem Briefe von Bessel an Olbers vom 1. September 1810): „Von 


einer Untersuchung über das berüchtigte Integral m theile ich Ihnen etwas mit, 


da ich glaube, dass es Sie interessiren wird. Soldner hat vor einiger Zeit eine 
_ kleine Schrift über diesen Gegenstand herausgegeben, „Theorie et tables d’une 
 mouvelle Transcendante“; von welcher Gauss und Schumacher uns einmal 
unterhielten, und welche Gauss veranlasste uns die Bemerkung mitzutheilen, dass 
das Integral, so weit er es kenne, mit der Anzahl der Primzahlen in Verbindung. 
zu stehen scheine.“ 

3) Gauß ist im Jahre 1777 geboren und spricht im Briefe von den Jahren 

1792 —1793. 
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Grenze n nahe durch das Integral 


dn 
log n 


ausgedrückt werde, wenn der hyperbolische Logarıthm. verstanden 
werde.“ 


Damit meint Gauß, daß x(z) näherungsweise gleich 


x 
[} 
du 
log u 
2 


ist. Daß Gauß diese annähernde Gleichheit in dem ganz präzisen 
Sinn der Gleichung 


A) ae 


meint, geht aus einer späteren Stelle seines Briefes hervor. 
Gauß knüpft nämlich an Legendres Vermutung an, es sei z(&) 
näherungsweise 


i | 
log x — 1,08366 ? 
d. h. das A(x) des $ 2 habe für = oo den Limes 1,08--.. Gauß? 


berechnet nun auf Grund der Primzahltabellen den Wert von A(&) 
für einige be Werte von x, findet jedesmal positive Werte für A 
und fügt hinzu” 

„Es hen dass bei wachsendem n der (Durchschnitts-) Werth ° 
von A abnimmt, ob aber die Grenze beim Wachsen des » ins Un- 
endliche 1 oder eine von 1 verschiedene Grösse sein wird, darüber 
wage ich keine Vermuthung.“ 


Gauß glaubt also zunächst, daß 


= 
m 
ER 26: 

in TI 

ZN at . 
log x 

1) Sein n ist unser x. 1 
i 
. 
l 


" 
Y 1 
ar 


\ 
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für richtig; ferner vermutet er, daß 
lim A(«) 


=x 
existiert; nur will er keine Vermutung darüber wagen, ob dieser 
Grenzwert gleich 1 oder gleich einer anderen Größe ist. In der 
zweiten Hälfte des en Satzes führt er dennoch die LEN 
des ersteren Falles näher aus: 
„Ich kann nicht sagen dass eine Befugniss da ist, einen ganz ein- 
fachen Grenzwerth zu erwarten; von der andern Seite könnte der Ueber- 


schuss des A über 1 ganz füglich eine Grösse von der Ordnung nn 
sein.“ 

Mit anderen Worten: Es sei nicht unwahrscheinlich, daß A(«) 
neben der Eigenschaft 


Im Al2)— 


noch die schärfere hat, daß 


oe —= log x(Ala) — 1) 


für = © einen Limes besitzt und daß dieser von Null verschieden ist. 
Auf diese Vermutungen ist G@auß wohl etwa durch folgende Er- 
wägungen gekommen. 
Es werde als wahr angenommen: Die Primzahlmenge x(x) wird 
durch die Funktion 
"du 
N logu 
2 


so genau dargestellt, daß nicht nur 


# fi du 
(xt) — 
Nr 





N) 
=%x 
Te 
ist, sondern sogar _ 
| E 
ne f du 
.) logu 
6) 
lm ——-(, 
=ox ee 


in 
log’ x 


l 3 en 2 
2 FI. a “ 
ir hi DV 
a: >, BET nn Urn 
a 5: 
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d.h. 


a lim © — (m 3 fins)=0 


Dann wäre 
4 


ern du L 
(%) -/ Ten 1 
2 





lim &, (x) = 0 


ist. In Verbindung mit der in $ 4 durch (5) für g=2 
Relation ® 
> 








x 
du 
I U en a er Ci ie = 7 Tre ” p) 


2, 
wo 


lim (x) = 0 


ist, ergibt sich also, wenn 


&(2) + &(@) = 85(%) 


gesetzt wird, 





%c 
ee | 
% x 2% x 
(3) — joga 7 logta "login 7 Iogia 9) 


(4) lim &, (2) = 0 en E 





ist. Löst man die Gleichung (3) nach A(x) auf, so erhält man 


1 
Al) = log — mi ee 


log x Ex log? x : log? x Bi log’ x 




















(5) = ge: logo. 


1 &;(%) 
ai log gi En a log? x 








1) Solche Beziehungen werde ich später durch Einführung der Schreib- 
weise o(g(x)) sehr vereinfachen. | 
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Hieraus würde zunächst 
hımAlz)-1 
folgen (wobei nur angewendet wird, daß 


im) 


log x 





0. = 


ist, was bereits aus der Annahme der Richtigkeit der Gleichung 


Me (x) -f ) u 


folgt, ohne daß er als wahr angenommen a Ferner ergibt sich aus (5) 











G sur) N 
Siheerihr 
logx(Ad) — 1)=loge | ——— og ns ER ER ’ 
DE ne ik ni & > jog® £ 
er ARE 2 3 &; (X) &g (x) 





— log a log log? x % Vz Be 


1 2, (@) 
ee e. Bi 


log? %& 











EEE 
1 I 5 = log? x To 
wegen (4) folgt daraus, daß 





imlog« A — b)=1 
wäre, — unter der Annahme, daß (2) wahr ist. 
Dies ist wohl ungefähr der Anlaß zu Gauß’ Vermutungen ge- 
wesen. 


Aber bewiesen hat Gauß nichts; jenen Brief hat er im Alter 


von 72 Jahren, also gegen Ende seines Lebens geschrieben; der Brief 


enthält nur eine Erläuterung und Erweiterung der Vermutungen 
welche Gauß schon als Knabe gehabt hatte. 


See 
| Mertens. 
Herr Mertens hat. im Jahre 1874» zunächst die Tschebyschef 


schen Kunstgriffe verfeinert und zum ersten Male eine Relation be- 
1) 2. 
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wiesen, deren Beweis Legendre® und Tschebyschef® erfolglos be- 
schäftigt hatte, nämlich die Existenz von 


ER 1 
>, alla) 
pP=S% 
und sogar die noch schärfere Relation 
(1) DE — loglogx +9 + el 
p=x 


Ein dabei von Herrn Mertens aufgestellter Hilfssatz ist von 
besonderem Interesse: 
> ae log + 001). 


In derselben Arbeit beweist Herr Mertens zum erstenmal die 
Konvergenz einer speziellen schon von Euler”) unerlaubter Weise 
benutzten Reihe, nämlich 


Br 


-5+:- 7 uats tn core | 
wo die Nenner alle Primzahlen » > 3 durchlaufen und die Vorzeichen 
+ 1 oder — 1 sind, je nachdem p, durch 4 geteilt, den Rest 1 oder 3° 
läßt. Ich schreibe hier diese spezielle Reihe auf; Herr Mertens hat 
aber auch die Konvergenz einer Klasse analoger heihen bewiesen, in’ 
denen statt 4 eine beliebige ganze Zahl %: steht. Er hat dann — alles 
noch in derselben Abhandlung — seine genannten Sätze und die 
klassische Dirichletsche Methode benutzt, um für die Primzahlen 
der arithmetischen Progression ky + I, wo E 


k,)—1 
ist, die Verallgemeinerung® von (1) zu beweisen: 


I 5- as 108 log + G+ Olpe); 


ri 
p=sx 


Aber daraus folgte nicht etwa schon, daß der Quotient der Glieder- 








Fi i 


1) \2n, S. 396—397; 4, Bd. 2, 8. 67—68; 5, Bd. 2, 8. 67—69. 

2) 1a, S. 225—229; ID, 8. 219223; Ya, 9. 154— 157; 2b, 8. 361— 365; 
26, 8. 16 —48; 8, 8. 239244. 

3) 2, 8. 241; 45 5, 8. 511—513. 

4) Um die PozLäle nicht zu lang werden zu lassen, lasse ich unter den? 
Summenzeichen den Zusatz mod. %k Hei fort. 


es 8. Hadamar 2% 43 








Een links für zwei solche Reihen ky + y a FR a "8 Br FE 
‚gendresche Quotient 
(x) 


7 ,.(®) 
für <= 0 den Limes 1 hat. Man konnte aus Herrn Mertens’ Re- 


sultat (aber auch schon aus Dirichlets Formeln) in Verbindung mit 
bekannten Grenzwertsätzen nur schließen, daß 


entweder nicht existiert oder = 1 ist, allerhöchstens, daß 


a 2 ms se 
und 
Be Bun, ne : at 
ist. 


Von Herrn Mertens’ weiteren bedeutenden Leistungen in der 
Primzahltheorie ist hier noch insbesondere zu erwähnen, daß er" zu- 
‚erst direkte Beweise für das Nichtverschwinden der unendlichen Reihen 
angegeben hat, welche bei Dirichlets Beweis des Satzes von der 
arithmetischen Progression gebraucht werden. Die Mertensschen Be- 
weise sind von der Theorie der Klassenzahl der quadratischen Formen 
unabhängig und völlig elementar. 





Zweites Kapitel. 


Hadamard und seine Nachfolger. 


Se 
Hadamard. 
Nachdem Tschebyschef über die Unbestimmtheitsgrenzen des 
‚Quotienten 
(x) log x 
| ae 


bewiesen hatte, daß die untere > 0 (sogar > 0,92129- - -), die obere 





254:03.65 7510. 
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endlich eg < 1,10555 - - -) ist, wurde von verschiedenen Seiten mit 
der Tscheby hen Methode durch Anwendung komplizierterer 
Ausdrücke der Spielraum dieser Schranken verengert, jede der Schranken 
etwas näher an 1 herangerückt. Dies bedeutete keinen prinzipiellen 
Fortschritt; denn mit dem Tschebyschefschen Mitteln ist es nie- 
mand gelungen, das Ziel zu erreichen, 


lim inf — MH >1 
und a 

lim sup eh SE 
d.h FR 


lim # SEE ESE 1 
xz=ox0 z 


zu beweisen. Sylvester!) beschließt 1381 eine seiner Arbeiten, welche 
diesem Ziele zustrebt und nichts weiter als eine Verengerung der 
Tschebyschefschen Schranken erreicht, mit den Worten: 

„But to pronounce with certainty upon the existence of such 
possibility, we shall probably have to wait until some one is born 
into the world as far surpassing Tcehebycheff in insight and pene- 
tration as Tchebycheff has BR ed himself superior in these qualities 
to the ordinary run of mankind.“ i 

Als Sylvester diese Zeilen schrieb, war Jacques Hadamard 
schon geboren. Diesem gelang es, das Ziel zu erreichen, und. zwar 
auf dem. Wege, welchen schon 18 zuvor zu verwandten, Abe anderen 
Zwecken nen betreten Bau 2 

Lange hatten die Riemannschen Ideen nicht nutzbar gemacht 
werden können; von den Schwierigkeiten, die ihn aufgehalten hatten, 
war bis zum Jahre 1892 noch keine überwunden. 18929 und 18939 
erschienen nun zwei hochbedeutende funktionentheoretische Arbeiten 
von Herrn Hadamard. Am Schluß® der zweiten bewies er die im 
$S5 mit L, IIL, IV. bezeichneten Riemannschen Vermutungen, ‚also 
die ne Her o, die Divergenz von 


Dar a 
N. E 


1) 3, 8. 247. Pi 
2) Essai sur l’eEtude des fonetions donndes par leur developpe- 
ment de Taylor. a) Journal de Math&ematiques pures et appliquees, Ser. 2 
Bd. 8, S. 101—186; 1892. b) These (86 S.). Paris; 1892. j' 
3) 1. 


# 
4) 8. 210— 215. } 


4 
| 


Er: 
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ren 

[01° 

und die Gleichungen 3 
ds 1 Ne 

10) 6 DE) = ar —— FÜ -2)e*, 


r5+1) 


Ss 


(s — 1)$(s) = A] [Ci _ .) e- 








die Konvergenz von 


Mit berechtigtem Entdeckerstolz durfte Herr Hadamard in dem 

späteren Bericht) über seine Arbeiten schreiben: 

| „Une fois ces propositions etablies, la theorie analytıque des nombres 

‚premiers put, apres un arret de trente ans, prendre un nouvel essor; 

elle n’a cesse, depuis ce moment, de faire de rapides progres.“ 
Übrigens betonte Herr Hadamard ausdrücklich, daß er Rie- 

manns Vermutung Il. nicht beweisen könne und nicht einmal die 

Eule von BEN 

De Bst! 

‚über N(T7) erhielt er nur weniger genaue Abschätzungen. | 
Auf seine ersten Arbeiten gestützt, bewies alsdann? Herr Hada- 

mard im Jahre 1896 durch eine weitere lange Reihe von Schlüssen 

‚die Gleichung 

(2) lim an =] 


dr==.00 


? 
womit, wie ich im $ 4 schon gezeigt habe, auch der Primzahlsatz 


} n(&) 
(3) on en 


log x 





mitbewiesen war. Gleichzeitig wurden (2) und (3) 1896 auch von 
Herrn de la Vallee Poussin bewiesen (vgl. $ 10). Ein wichtiges 
Hilfsmittel beider Autoren bestand in dem unterwegs erbrachten Nach- 
weis, daß keine Nullstelle von $(s) den reellen Teil 1 besitzt. 


59. 
Von Mangoldt. 


Zwischen 1893 und 1896 (Jahre des Erscheinens der beiden 
Hadamardschen Arbeiten über &(s)) fällt eine weitere bahnbrechende 





1) 7, S. 10. 
2) 4. 


1 


Arbeit von Herrn von Mangoldt aus dem Jahre 1895. Von dem 
Hadamardschen Ergebnis (1) des $ 3 ausgehend und durch Hinzu- 
fügung einer langen Reihe weiterer Schlüsse hat Herr von Mangoldt 
die Riemannsche Vermutung VI. bewiesen, d. h. die Riemannsche 
Primzahlformel; die Hauptsehwierigkeit lag, wie man sich ja denken‘ 
kann, in dem Beweise, daß die darin auftretende Summe 
(Li) + Li(a®”)) 

konvergiert. Eines der von Mangoldtschen Hilfsmittel bestand darin, 
daß es ihm am Anfang seiner Arbeit gelungen war, die Riemann: 
sche Vermutung Il. fast völlig zu beweisen, d. h. völlig mit der etwas 
ungenaueren Restabschätzung o (log 7) statt O(logT y: also die F vr 

NT)= . Tlgr—:7288” 74 OdogiT) 


> 
En 








46 II. Hadamard und seine Nachfolger. 





Ich füge gleich hinzu, daß im fahre 1905 Herr von Mangoldt? 
die Riemannsche Vermutung Il. in vollem Umfange bewiesen hat. 

Übrig bleibt allein die Riemannsche Vermutung V., daß alle 
von den — 2g verschiedenen Nullstellen von &(s) den vollen Teil 2 
haben. Das ist bis heute unbewiesen und unwiderlest. Ja noch mehr: 
Man weiß nicht einmal, ob die obere Grenze der reellen Teile der’ 
Nullstellen = 1 oder < 1 ist. Kleiner als 5 kann sie jedenfalls nicht‘ 
sein; denn, da &(s) im Streifen O<o<1 Anand viele Nullstellen 
hat und BR in diesem Streifen aus 


&(s) = 0 | 

nach der Riemannschen Funktionalgleichung 
a-9)-0 | 
folgt, so hat &(s) unendlich viele Wurzeln im Streifen 3 
1<o<1l, | 
übrigens infolgedessen (nach der Schlußbemerkung des $ 8) sogar im 
Streifen 
1<o<i. \ 
l 
De la Vall&e Poussin. ? 


4 


Auf die erste Hadamardsche. Arbeit aus dem Jahre 1893, ins- 
besondere auch auf die Formel (1) des $ 3 gestuinn hat Herr de 4 
a 
2) 7. 





“ 
I 
1 
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Y llee Poussin® etwa gleichzeitig mit Herrn Hadamard und unab- 


t 
1 


kängig von ıhm im Jahre 1896 einen Beweis des Satzes 


et 


lım 


x=%80 
‚publiziert und auch ausdrücklich die Folgerung?) 


u ei on — ] 


‚hervorgehoben. 

Den nächsten wichtigen Fortschritt in der Primzahltheorie hat 
‚aber Herr de la Vallee Poussin — unter Benutzung der bisherigen 
‚Ergebnisse — allein und als erster gemacht, in einer hochbedeutenden 
‘Arbeit? vom Jahre 1899. Nachdem 1896 bewiesen war, daß x(x) zu 


“eder der beiden Funktionen —"—- und “ in der Beziehung steht 
J 
log & log 2 2 


2 


(dat der Quotient für <= 00 den Limes 1 hat, entstand die weitere 
Frage, ob x(x) durch eine der beiden F ne besser dargestellt 
‚wird als durch die andere. In dieser Hinsicht war durch Tscheby- 
'schef nur bekannt, daß 


=108° 27 x 


x=x0 


‘wenn vorhanden, = 1, aber 


li 2 EB, f = 
ar I (®) log u 





| 





wenn vorhanden, = O ist, und ferner, dab entsprechendes für jeden 
weiteren  enngswert "des Integrallogarithmus in endlicher Form“ 
1! —2)!% 
f,@) = g- log?x ae log?! 


gilt. Da nämlich, wie in $ 4 festgestellt wurde, 


10p7 du 
E27 EN, (fs je) 1“) We)! 


u 


‚ist und da nach Tschebyschef 


1) 2, Premiere partie (8. 183—256). 
2) 2, S. 360—361. 
3) 9 
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. log? : 
A) | Im "(2 = fa) 


wenn vorhanden, = 0 ist, so ist 
elog? 
(2) im === (2(2) — f,@), 


=oX 


wenn vorhanden ®), = (9 — 1)!; also wird, wenn diese Grenzwerte existieren, 
x(x) besser durch fr ar als durch f,(z) dargestellt. 


Herr de la Yallgo Poussin bewies nun 1899 für jedes q die 
Relation 2 


Fr] . 


(8) lim © =. («) - fa) = 0. 


Er hat damit für g=2 bewiesen, daß 


nr 


” 
\ 


x 
.. log? lu 
lim 8 ® (x) — 1 —() 
NE i gu 


ist, also nach $ 6 die Gaußsche Vermutung 
lim Aa) —1, 


ferner, wenn g=5 eingesetzt wird, 





l 


Yin oe :(» Kal ah en Se 


also nach $ 6 die Gaußsche Vermutung von der Existenz des 
u log «(Ak) — 1), 


Dee 


der sich natürlich alsdann — 1 ergeben mußte, und eben für belichiges 
q die Relation (3), welche besagt, daß f a. also auch Li(&), E 


Funktion ae besser darstellt als ae f,(&), „besser“ in dem ganz, 








= Und zwar sind (1) und (2) entweder beide vorhanden oder beide nicht 
vorhanden. Vgl. die Erörterungen im $ 4 über den dort mit (18) bezeichneten 
Ausdruck. ; 
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präzisen Sinn der durch Herrn de la Vall&e Poussin für ieden q 
‚bewiesenen Relationen N und 











@ lim 2° (ma) — fa) = (a N. 
‚Es ist — um die Überlegenheit des Li(z) über jedes f,(x) noch 
prägnanter hervorzuheben — nach (3) 

lım Be = (z(2) — Lia)) =, 


während nach (4) 


lım ae —f,@) =+% 


‚ist. ER 
Am handlichsten ist es, Herrn de la Vallee Poussins Ergebnis 
‚so zu schreiben: Für jedes q ist nach (3) 


(0) = io) +0 (5) 
‚also mit Rücksicht auf $ 4, (5) 
1! a : 
(x) = tat + rl r ); 


log?"!x log? x 








Dies besagt für g=2 als erste der von Herrn de la Vallee 
Poussin erstiegenen neuen Stufen 


2 rn 0) 


Ich bemerke noch, daß Herrn de la Vall&ee Poussins Ergebnis 
{3), welches zu den wichtigen genannten Folgerungen Anlaß gab, aus 
der zuvor von ihm in dieser Abhandlung bewiesenen noch schärferen 
Formel folgt: 


x 


(5) (x) = Ir + Olga =/ese), 


ogu 





wo « eine positive Konstante ist. In der Tat ist für jedes q 


ll q7 
lim (28. xe” «Viog=) — lim wi 


ER = © g«Vlog x 





Landau, Verteilung der Primzahlen. 4 
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Um das « näher zu erläutern, füge ich hinzu, daß es Herrn 

de la Vallee Poussin zunächst gelungen war, den Satz zu beweisen: 
Es existiert eine positive Konstante a, für welche das Gebiet 

el en | 

ogt Fr . 

nicht unendlich viele Nullstellen von &(s) enthält, d. h. für ei 

es ein Z, derart gibt, dab 
er 


(6) &(s) +0 für En: 2 
ist. 

Mit noch anderen Worten (ohne dabei die Zahl a zu erwähnen): 
Für die Nullstellen $, + y,i von &(s) in der oberen Halbebene ist 


— 


lim inf(1 — ß,)logy„ >. x 


n=X 


Für jedes solche a (er bewies, daß — 0,034666 -- -, d.h. 
a—= 28,8. diese ee hat) folgerte er nun (5) in dem Sinne, 
daß « jede Zahl < 7 - bedeuten kann”, also z. B. für 

« = 0,186. 
Um von (6) zu (5) überzugehen, machte er nochmals von den Hada- 
mardschen Sätzen über Existenz und Verteilung der Nullstellen von 
&(s) Gebrauch. 

So viel über Herrn de la Vallee Poussins Beiträge zum all 
gemeinen Primzahlproblem. | 

Bei dem Problem der Primzahlen der arithmetischen Progrerai 
hat er” durch ganz analoge Methoden in ihrer Anwendung auf Ver- 
allgemeinerungen der Riemannschen Zetafunktion den Nachweis ge 
führt, daß für die Anzahl der Primzahlen ky+I!,<x, wo 





B (k, [,) =1 
ıst, 
4 7,(&) EL, 
Bu &® 9) 
log x 


ist, ebenso für die Summe ihrer Logarithmen 


\ 9,(2) = Zlogp, 


pl, 
p<sx 


E- 1 
ni 


eu 2 MET. 1; 


1) Zur. Orientierung: (6) ist besser, je kleiner «a ist; (5) ist besser, je größer 


« ist. & 
2) 2, Deuxieme partie (S. 281—362). 


4 
4 
, 
4 


4 




















$ 11. Verfasser. 1 
‚daß 
IS AREN 1 
im ar 
ER. PETER: p(k) 


"ist; er bewies also insbesondere für zwei solche Progressionen ky-+ 1,, 
ky + /, mit derselben Differenz 
lim 99) _ 1 


2= 00 %y (®) | 


womit die Legendre-Dirichletsche Vermutung bestätigt war. 

Gleichzeitig wurden diese Sätze, wenigstens für 9,(x), auch von 
Herrn Hadamard in der 1896er Arbeit) entwickelt, ohne daß hier 
‘die Beweise in allen Einzelheiten ausgeführt Wurden. Herr Hada- 
‚mard bemerkt mit Recht, daß mitege mutandis alles auch geht, 
‚überläßt aber dem Leser sehr viel, während Herr de la Vallee 
‚Poussin auf alle jene Einzelheiten eingeht. 


Sl 
Verfasser. 


Die erste meiner Arbeiten, von denen ich hier sprechen muß, 
ist vom Jahre 19032. Sie hat zwei nach derselben neuen Methode 
‚bearbeitete Teile, einen auf das Primzahlproblem bezüglichen und 
en, der das entsprechende allgemeinere Problem für die Primideale 
eines algebraischen Zahlkörpers behandelt, wovon in diesem Werke 
nicht die Rede sein soll. 

Der erste Teil enthält kein neues Ergebnis über =(x), sondern 
liefert auf sehr abgekürztem Wege den Primzahlsatz und überhaupt 
mit Ausschluß der Formel (5) des $ 10 alle Hadamard-de la 
Vallee Poussinschen Ergebnisse über x(x); an Stelle jener Formel (5) 
aber die fast gleich scharfe? 


| (ie) 
BR — Vlogx 
7%) fir log u Pin f 


welche auch für jedes q 


. log?x du 
or (» (@) fi) zu 








1) 4 

2) 10. 

3) Hierin hätte ich damals 13 ohne weiteres bis zu 10 (exkl.), aber nicht 
weiter, also gewiß nicht bis zu 2 hin verkleinern können. 
| 4# 


f j 
1 
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(Formel (3) des $ 10), also alle Konsequenzen daraus liefert. Jene 
neue Methode, deren Einzelheiten der Leser in der Folge kennen 
lernen und bei den verschiedensten Problemen mit Erfolg ange- 
wendet finden wird, führt erstlich bei dem vorliegenden Problem 
viel schneller zum Ziel, ab ovo auf wenigen Druckseiten gegenüber 
den zwei viel längeren älteren Beweisen; dann ist sie prinzipiell ein- 
facher, da sie von den neueren Hadamardschen Sätzen über die 
ganzen Funktionen im allgemeinen und (s— 1)&(s) im besonderen 
keinen Gebrauch macht, also die Existenz der komplexen Wurzeln 
von &(s) nicht als en voraussetzt, ja nicht einmal die schon 
durch Riemann gesicherte Tatsache, daß &(s) in der ganzen Ebene 
existiert. Ich bleibe beim ganzen Verlauf meines Beweises des Prim- 
zahlsatzes 


7 


und der allgemeineren Relation 


in (a Fu) 0 


soweit ich aus der Halbebene 6 > 1 herausgehe, in nächster Nähe der 
Geraden o—= 1, eben in einer solchen Nähe, von der ich mit den 
elementarsten Mitteln nachweise, daß &(s) dort keine Nullstelle hat 
und gewisse Ungleichungen erfüllt. 

Im zweiten Teil meiner Arbeit, den ich, wie gesagt, in diesem 
Werke nicht reproduziere, um nicht den Boden der elementaren Zahlen- 
theorie zu verlassen, habe ich mit meiner Methode überhaupt zum 
ersten Male den entsprechenden „Primidealsatz“ beweisen können; 
alle früheren Methoden konnten nicht zum Ziele führen, weil für die 
betreffende verallgemeinerte Zetafunktion unbekannt war — und auch 
heute noch unbekannt ist —, ob ihr Produkt mit s— 1 eine ganze trans- 
zendente Funktion ist oder auch nur irgendwo lınks von einer gewissen 
(Geraden existiert. Ich hatte damit eines der sogenannten Hilbert- 
schen) Probleme gelöst. Ich erwähne dies, um dem Leser verständ- 
lich zu machen, warum ich solchen Wert auf eine Methode lege, 
welche bei dem Problem, an dem er sie zunächst kennen lernen soll, 
kein neues Hin dergahnis gegenüber den älteren Methoden liefori 
Übrigens wird der Ih: auch Probleme der Primzahltheorie kennen 


1) 95, S. 275— 276; 2b, S. 215; 3, 8. 86. 
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lernen, die erst mit den erwähnten, von mir herrührenden Hilfsmitteln 
bewältigt werden konnten. “ 

In einer anderen Arbeit vom Jahre 1903 gelang es mir ganz 
ebenso mit jenen einfachen Mitteln (die hier umsomehr den Weg ab- 
kürzten, als die unnötig gewordenen Hilfssätze über Existenz und 
Verteilung der Nullstellen der betreffenden Funktionen bei Herrn 
de la Vallee Poussin einen breiten Raum einnahmen) zu beweisen, 
daß für die Primzahlen <x in der arithmetischen Progression ky-+ 1, 








ee I 
RE. p(k) 
log & 


ist, und auch (was bei Herrn de la Vallee Poussin noch nicht 
ausgeführt war), daß für jedes q 


._ log?x du 
) er e 2) = Pk), fr log ;)-0 & 


ist. Ich bewies nämlich zunächst durch Anwendung des GCauchyschen 
Integralsatzes?, daß 








Y 
2) 2). 5 ERS + Ole Vie) 
2 
ist, wo y eine — übrigens von k abhängige — Konstante ist. Mit (2) 
war wegen 
eG 
lim (1og!z e-Vlos .) —(0 
(1) bewiesen. 

In meinen Abhandlungen seit 1905 habe ich jene Beweise nur 
unwesentlich vereinfacht und höchstens etwas allgemeiner formulieren 
können, so daß immer deutlicher wurde, wie wenig die Eigenschaft 
der p, gerade die Primzahlen zu sein, bei den Beweisen benutzt wird. 
Im Jahre 1908®9 bewies ich übrigens zum erstenmal (durch eine 
neue Hilfsbetrachtung mit meinen elementaren Methoden), daß in (2) 
die Zahl » von k und /, unabhängig (z. B. = 9) gewählt werden kann. 

Ich will unter Übergehung einer groben Reihe meiner Abhand- 





1) 8 

2) Dieses klassischen Hilfsmittels konnte ich in keiner meiner Arbeiten 
entraten, wenn ich sie nicht in ganz unnötiger Weise durch Maskierung des- 
selben hätte in die Länge ziehen wollen. 

3) 40. 
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lungen, en Ergebnisse in das vorliegende Werk hineingearbeitet 4 
el nur noch rare, erwähnen. 

I. Kürzlich habe ich) gezeigt: Man kann, von Herrn de IR Val- 
l&e Poussins Satz (6) des $ 10 


leo 


alogt’ 
ausgehend, ohne nochmals die Existenz der Wurzeln von &(s) anzu- 
Senden fon ihrer Existenz muß man allerdings zur Zeit Gebrauch 
machen, um ihre Nichtexistenz im Gebiete des "genannten Satzes (6) 


zu beweisen), den Satz (5) des $ 10 j 
x 3 } 


20) = Sat + Olwe-Visn) > 


direkt, und zwar auch für alle 


t > v 


1 Be 
Snya! | 4 
auf meinem Wege beweisen. Dies ist von großer Tragweite, da das 
Analoge auch für Zahlklassen gilt, bei denen die Existenz der zu- 
ee Funktionen in der ganzen Ebene zweifelhaft ist. Übrigens 
hatte ich bei jener Gelbgenkeit auch Herrn de la Vallee Poussins 4 
a verkleinert, also & vergrößert und damit die Primzahlmenge ge- 
nauer Ehe als bisher geschehen war. 

Il. Von meinen Arbeiten in der Primzahltheorie hab murınscht 
der am Anfang dieses Paragraphen genannten vom Jahre 1905 am 
meisten eine meiner letzten” Freude gemacht, in der es mir gelungen 
ist, den von Mangoldtschen Beweis der Riemannschen Primzahl- - 
formel durch einen erheblich kürzeren zu ersetzen; hernach führte 
ich? das auch bei einer analogen Formel für die Primzahlen einer 
arithmetischen Progression aus; die entsprechende Übertragung der 
von Mangoldtschen Methode war wegen der Kompliziertheit der Be- 
trachtungen, die sich im allgemeinen Fall der Progression noch steigern 
würde, nie bawerketeliet worden. 


Damit habe ich dem Leser die wichtigsten Marken in a n 
1) 42, 8. 46—53. . An einer Stelle von 34 (8. 239—244) konnte ich den in 


— führen, in 42 dann für 
a 





Betracht kommenden Nachweis nur für alle « < - 
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Entwicklung des Primzahlproblems gezeigt, soweit sie sich auf die 
asymptotischen Gesetze von z(x) und die genaue Riemannsche For- 
mel nebst den Analoga bei der arithmetischen Progression beziehen. 
Ich muß naturgemäß darauf verzichten, weitere Dinge in der Ein- 
leitung aufzuführen, die ja nicht eine Aufzählung aller im folgenden 
zu beweisenden Sätze bieten soll. Im Gegenteil: Alles, was ich bisher 
besprochen habe, gehört den zwei ersten der folgenden sechs Bücher 
an, und auch in diesen zweien steht mancher wichtige Satz, den ich im 
vorhergehenden auch nicht einmal andeutungsweise erwähnt habe; ich 
werde auch manchen verdienten Forscher noch zu nennen haben, von 
dem der Leser in diesen Zeilen noch nichts erfahren hat. Aber der 
Leser, der mir bis hierher getreulich gefolgt ist, wird schon ungeduldig 
geworden sein, endlich die Beweise für die Sätze kennen zu lernen, die 
ihm hier aufgezählt wurden. Er wird sich wie ein Wanderer vor- 
kommen, der eine Bergwanderung machen will und statt dessen nur zu 
hören bekommt, wer zuerst die Berge erstiegen hat und wie er, wenn 
er einmal auf einer Spitze angelangt sein wird, von da aus auf einen 
anderen Gipfel direkt in der Höhe steigen kann, ohne inzwischen ins 
Tal zurückzukehren. Also bitte ich den Leser, jetzt mit mir hinauf- 
zusteigen und sich nicht zu bald wieder nach dem Tale zurückzu- 
sehnen. Was er bisher erfahren hat, wird ihm doch, weil es ıhm die 
Ziele im voraus zeigt, bei der Wanderung von Nutzen sein, und die 
Entwicklung der Wissenschaft ist ja gerade in der Primzahltheorie 
ähnlich gewesen: Man hatte meist längst in scheinbar greifbarer Nähe 
die Ziele vor Augen, welche man dann nur langsam erreichen konnte. 


# 





en 
7 
Pi 
u 
ge Er 
{ 
a 
1 
? 
/ 
; 
h 
% 
x 
- 
> 
L 
h 
A’ 
x 
4 


> 
De 





EH 
Piaci 
D 
——_— 
ale a 


Le; - d ; 
A 2 re + = x / \ £ 
‘ > ö 54 3 fi y ah 
” ed = s - » 
AM v g > - r nf - e 
n >‘ . Kl a = ’ 
e E) in ex = fr ° h 
w., LER E . = a 
> < j » - . T % 
h “ ’ d [Fr Be 
. y 4 » N B 
2 I # 
Eu &L r u “ PR, 
TR .i Nr 
“7 . 
* x e « a S 
5 Ba” Bi. 
5 “ D \ ” c N 2 vos 
M 7 - en r * F 
ir F - B 
% r 


ERSTES BUCH. 


ÜBER DIE ANZAHL DER PRIMZAHLEN 
UNTER EINER GEGEBENEN GRÖSSE. 





Erster Teil. 
Anwendung elementarer Methoden. 
Drittes Kapitel. 
Über die Wahrscheinlichkeit, daß eine Zahl Primzahl ist. 


Se 1: 
Bezeichnungen. 
Schon im $ 5 habe ich die Bedeutung der Abkürzung 
f(x) = Ola) 


erklärt, in welcher f(x) und g(x) für alle (nicht nur ganzzahligen) 
positiven © von einer gewissen Stelle an definiert sind und y(x) von 
einem x an positiv sein soll, nämlich: 


lim din! > 


d. h. es Fb ein & und ein A, so daß für alle «>58 
fa)| < Age) 
ist. Bo ipso ist hierbei A positiv. 


ref 


Beispiele: % 

2 El Of); 

‚Yıosa _ O(), 

1 1 

PE 

sn (Ef), 

| dt — o(1) 

usw. 


Dies Zeichen O gestattet oftmals bei komplizierten Formeln, 
welche nur asymptotischen Zwecken, d.h. Limesbeweisen für © — ©, 





rn 
v 
x 
u 
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dienen sollen, von vornherein mehrere Glieder, auf deren genauere 
Abschätzung es nicht ankommt, in ein abgekürztes Symbol zusammen- 
zuziehen. 

Das Zeichen genügt natürlich den Bedingungen: 


1. Aus 
h(@) = 04), 
%(&) = 0(9(%)) 


fı (x) 27 f2(&) 2051 O(g, KL): I (&)). 


Denn, wenn für >&, 


folgt 


A@)l< Ay @), 
rl&)|< 4,9 (2) 


ist, so ist für x > &,, wo &, die größere der beiden Zahlen &,, E, be- 
zeichnet (d. h. eventuell ihren gemeinsamen Wert, falls sie gleich sind), 


in Zeichen, wo 
&,— Max. ($,, 8,) 
LAOS AHEAD] 


<A,9n(X) + A292 (&) 
< Max. (4,4) HM + EM). 


für 2>&, 


1st, 





Falls hierbei 


’ I1(8) = 92(&) 
ist, so ist natürlich 


h(2) + hl) = 0029, @) 


f = I, W). 
2. Überhaupt folgt aus 


f(&) ee O(ag(w)), 
wo a eine positive Konstante ist, offenbar 


fa) = O(u@)). 
Fa) < A-agla) 


ist, so ist eben für- jene & 


Ifa)| < Aa: g(a). 


f(&) = 0(9,@), 
(2) = O(9;(&)) 


Denn, wenn für z>E& 


=: 


3. Es folgt aus 
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offenbar 
r(@) (2) = 09) 9); 
denn, wenn für 2 >58, 


AI < AN), 


(2) | < 4,95 (2) 
ist, so ist für x > Max. (&,, 8,) 


Ae@)R@)|< AA, 98) (2). 

Mit O(1) bezeichne ich nach dem Obigen jede Funktion von z, 
welche für alle hinreichend großen x definiert ist und entweder für 
x = 00 einen endlichen Limes besitzt oder wenigstens dem absoluten 
Betrage nach für alle hinreichend großen x unterhalb einer festen 
Schranke verbleibt. Eine reelle Funktion wird also mit O(1) bezeich- 
net, wenn sie für & —= © endliche obere und untere Unbestimmtheits- 
grenze besitzt, eine komplexe Funktion, wenn dies von ihrem reellen 
und imaginären Teil einzeln gilt. 


Bir >}, 





Beispiele: 
sinz—= O(l), 
rs 7% od), 
sin 
nee = 0(l), 
© _. 00), 
x — nu” - 0) 





usw. 

Nicht so häufig, aber mitunter gebrauche ich auch folgendes 
Zeichen: 

Definition: Wenn f(x) und g(&) von einem gewissen x an 
definiert sind und g(#) für alle hinreichend großen x posi- 
tiv ist, schreibe ich 


fix) = 0 (9@) 
' (sprich etwa: klein o von g(a)), falls 


I) 
2=oI(®) 
1st. 


ÖO soll an Ordnung, o an „von kleinerer Ordnung“ erinnern. 


a A u eh 
nr ET 
Aa 
4 
L[. 
215 


62 III. Über die Wahrscheinlichkeit, daß eine Zahl Primzahl ist. 








Natürlich folgt aus 
f(x) = 0 (9) 


fa) = O(@); 
f,(&) = I(H@) 
fs(x) = 0(9(@)) 


unmittelbar nach Definition, dab 


a fortiori 
ebenso folgt aus 


nebst 


ist; denn 


pen (2) SET, | 
ri 
Ba (x) 
liefert | 
im 19 BL, 0 


= 9, (X) Is (x) eu 


Ich brauche wohl kaum die evidente Tatsache zu erwähnen, daß 
es eine Stufenleiter der Ordnungen für das Verhalten der Funktionen 
bei = oo nicht gibt; z. B. von zwei für > 0 definierten und für 
x% = © unendlich werdenden reellen Funktionen kann durchaus nicht 
immer eine als die stärker unendlich werdende bezeichnet werden. 

Definition: Ich nenne zwei von einem & an positive Funk- 
tionen f,(x) und f,(x) asymptotisch gleich, wenn Y4 


A (®) 

oT 
ist, und schreibe dafür | 

he) re). 


Diese Definition erfüllt natürlich die drei Bedingungen, welche 
für jeden derartigen Begriff erforderlich sind: 
1. Sie ist symmetrisch in f,(x) und f,(x). 


2. Es ıst 
E | Ah) fıl®). 1 
3. Aus R K 
h(&) Re), 
folgt f,(&) = fz(®) } 
KO) | 
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(In der Tat folgt aus 


ee 





und 


dab 





SE Te (%) 
ist.) 
Hierbei ist stets — was für meine Zwecke genügt — nur von 
Funktionen die Rede, die von einem gewissen x an positiv sind. 
Beispiele: 
COX + sing, 


© + 1000 Yx » x, 
1 
VerVs+l, 
1 1 


at+lge 2? 


x 
du x 
—— 12 M) — 
.) logu log« 
2 
USW. 


Definition: Zwei von einem gewissen x an positive Funk- 


tionen f,(&) und f(x) haben dieselbe Größenordnung, wenn 


ihr Quotient 
ı (®) 
f, (®) 
von einem gewissen x an unterhalb einer endlichen und ober- 
halb einer positiven Schranke verbleibt. 
Diese Definition ist offenbar symmetrisch in f(x) und f(x); es 
ist eben notwendig und hinreichend, daß 


r,(&) = O(%(@)) 


re) = Ohm) 
ist. Ferner hat selbstverständlich f(x) mit f(x) dieselbe Größen- 
ordnung, und wenn f,(«), f(x), sowie f,(x), f(x) dieselbe Größen- 
ordnung haben, so haben ersichtlich /,(x) und f,(x) dieselbe Größen- 
ordnung. 
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Beispiel: x und 22 +1 -+ xsinz haben dieselbe Größenordnung. 
Definition: Unter 
Irin) 
verstehe ich, wenn w>v ist, mögen diese beiden Zahlen ganz 
sein oder nicht, die Summe 
[wo] 


St), 


n=[v] 
wo also n alle ganzen Zahlen des Intervalls von [v] inkl. bis 
[w] inkl. durchläuft, deren Anzahl [w] — [v] +1 beträgt. Falls 
w<v ist, möge 


Ir 0 


n=v 


sein. 
Entsprechend sei 


Ur) - Ho) 


für w>v, dagegen 


re) =1 
für w<v. 
Beispiel: = 
Br Dlogn = log2 + log>. 


Definition”: Unter 


Sf(p) 


p=% 


II») 


p<sx 


bzw. 


verstehe ich eine Summe bzw. ein Produkt, wo p nur alle 
Primzahlen <x durchläuft. In 


= fi») 


und 


41 f(p) 





1) Diese in der Einleitung schon mehrfach benutzte Bezeichnungsweise soll” 
dauernd in diesem Werke verwendet werden. 
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ist gemeint, daß palle Primzahlen, wachsend geordnet, durch- 
läuft. Entsprechend sind die Angaben v<p<w,p>x und 
dergl. zu verstehen. 


als 





Divergenzbeweis der Reihe >; und des Produktes | | 


p » 1. 
Satz: Die unendliche Reihe 
1 
| 4ttttt =D - 
pP 
divergiert, d. h.” es ist 


lım DI = 06; 


:=% 


das unendliche Produkt 


p=% 





lım net =.00, 


a Se 
p 
1 
lım (1-,)=0 
rn >: 


v1 
1+3+3+3+-.- = nn?’ 
: AN 
d. h. es ist $: 
lim I — 
VER n—1 


Nach Annahme einer beliebigen positiven Größe g gibt es also ein 


&=£&(g), so dab 
@) 2 


n=1 
1st. 
1) Denn eine monoton zunehmende Folge positiver Größen kann nur kon- 
vergieren oder zu 4 00 divergieren. 
2) Vgl. die vorige Anmerkung. 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 5 
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Wenn p irgend eine Primzahl ist, so ist 
1 1 z 


also, wenn diese Gleichung für alle Primzahlen < & angesetzt und als- 
dann das Produkt gebildet wird, 


) Here en 


pSs5 


Die rechte Seite von (2) ist aber offenbar, da das formal gebildete 
Produkt endlich vieler absolut konvergenter Reihen absolut konver- 
giert und beliebig geordnet werden darf, 


— \ x 1 
%; n?’ 
mr 
wo n alle ganzen Zahlen durchläuft, deren Primfaktoren sämtlich <& 
sind. Nun! ist aber, da die Zahlen << gewiß alle zu diesen » in 2 


gehören, | & 5 


also nach (1) 


>9 


womit die zweite Behauptung des Satzes, nämlich 


.. Er 
pe BE rnn 'e 


2 


d.ch, 


bewiesen ist. 
Daraus folgt aber unmittelbar die Divergenz der Reihe 


De 
N p 


Be a RR ee 


3 


= 
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denn eine unendliche Reihe 


mit positiven, sämtlich von 1 verschiedenen Gliedern ist bekanntlich 
(dann und) nur dann konvergent, wenn 


im l1—-u)1—-%)--:-1—u,) 


vorhanden und von O verschieden ist. 


S 14. 
Hilfssatz aus der Zahlentheorie. 


Satz: Es seien p’, p”, ---, p” irgend g gegebene verschie- 
dene Primzahlen (nicht notwendig die og ersten) und es sei 
>00. Dann ist die Anzahl 


B(&) > B(z; p,; p, Sir 29) 


der ganzen Zahlen <x, welche durch keine dieser og Prim- 
zahlen teilbar sınd, 


B(x) = [«] (ein Glied) 
ab [5] SEEN: ie (o Glieder) 


CE or] “2 Fra een] ee (($)@lieder) 





x ® : j 
Bonfaiele Wan 
A ein Glied). 
ae | 


Hierin stehen also in der (k + 1)tenZeile(k=1,:--; o) die (%) Glieder, 


die allen Kombinationen der og Primzahlen zu je k entsprechen, jedes 
mit dem Faktor (— 1)* versehen. Die Anzahl aller Glieder ist also 


ee are 
— 22, 


Beweis: 1. Für o— (0 wäre der Satz trivial; wenn keine Prim- 


5* 
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zahl gegeben ist, ist die Anzahl aller ganzen Zahlen bis & (inkl.) 

B(«) = |@]. | 

2. Für o=1 ist die gesuchte Anzahl (d. h. die Anzahl aller 

oanzen Zahlen <x, die nicht durch p’ teilbar sind) mit der Anzahl 

[x] aller ganzen Zahlen < x, vermindert um die Anzahl aller Multipla e) 
von p’, welche <x sind, identisch. 


Nun hat allgemein für jedes m (mag es Primzahl sein oder nicht) 
die Anzahl seiner Multipla <x den Wert 


2 
Pal 


ym<%& 


denn, wenn 


sein soll, so mub 


y<- 


m 
. eh . TR ; 
sein, und solcher positiver ganzer Zahlen gibt es stets | (auch wenn 


m > x ist, alsdann eben keine). 
Daher ist die gesuchte Anzahl 


X 
B@)=[2]- ||, 
was gerade die Behauptung ist. 
3. Für o = 2 ist die gesuchte Anzahl: Die Anzahl [x] aller ganzen 
Zahlen < x, vermindert um die Anzahl [| aller Multipla < x von p’, 
= p a 
vermindert um die Anzahl E aller Multipla < x von p”, aber zum 


Schluß noch (da für jede Zahl, die zugleich durch p’ und p” teilbar 
ist, hierdurch zweimal eine Einheit weggenommen war, sie also zur 
Zeit gewissermaßen statt OÖ mal — 1 mal gezählt ist) vermehrt um 


s T : 5 «u RE 
die Anzahl Br der Multipla <x von p’'p”: 
BR 2 BA Fe jr EN. 
Del Fi 77 Tr 977 J 
4. Es sei o>]1 beliebig. Dann bedeutet das allgemeine Glied 
BR E20. 9.2 | 
( 1) m Mc ns 3 


des behaupteten Ausdruckes für B(x), daß für jedes Multiplum von 
p"9 pe», das < x ist, eine Einheit zu- oder abgezählt wird, je nach- 








1) Unter Multiplum verstehe ich das Produkt mit einer positiven ganzen Zahl. 
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dem % gerade oder ungerade ist. Wie oft ist also irgend eine Zahl 
<x berücksichtigt? Wenn sie durch keine der Primzahlen p’,--., 9 
teilbar ist, einmal, nämlich im ersten Gliede [x]. Wenn sie durch 
mindestens eine und zwar genau y (L<yp<o) jener eo Primzahlen 
teilbar ist, 


BET ETESSEE TEEN TE RREE NEE, 
He) 
- (1-1) 


‚Male; denn der (% + 1)ten Zeile entsprechen gerade & Glieder mit 


k 
dem Vorzeichen (— 1)* (auch für k>y, nämlich alsdann O0 Glieder). 
Damit ist der Satz allgemein bewiesen. 


$ 15. 
Beweis des Satzes (x) = 0(%). 


Welches ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß eine positive ganze 
Zahl eine Primzahl ist? } 

Diese Frage ist noch nicht präzise gestellt; denn der Begriff der 
Wahrscheinlichkeit ist nur für endlich viele mögliche Fälle als der 
Quotient der Anzahl der günstigen durch die Anzahl der möglichen 
Fälle definiert. Wenn also gefragt wird, mit welcher Wahrscheinlich- 
keit eine positive ganze Zahl <x, wo © > 1 ist, eine Primzahl ist, so 
lautet die Antwort ohne weiteres 

(x), 
[8] ’ 


mit der zu Anfang dieses Paragraphen gestellten Frage ohne Hinzu- 


 fügung des x meint man also natürlich, welches der Limes 


ist, korrekter ausgedrückt: ob dieser Limes existiert und, wenn ja, 
welchen Wert er hat. Wegen 
im < 1 


x 


vo 


ist die Aufgabe identisch mit dem Problem, die Existenz des Limes 
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lim 
=%x0 x 
mit etwaiger Wertbestimmung zu untersuchen. 
Die Antwort gibt der 
Satz: Es ist 


2(2) = 0a), 
7(&) N 


Gere 
lım 


Beweis: Es sei & > 0 gegeben; nach dem Satz des $ 13 gibt es 
ein @ derart, daß, wenn p,,:::,?, die g ersten Primzahlen sind, 


"r 1 ö En 

(a) 4 (1 = Ss 2 

ist. Ich nehme & >p, an; dann ist offenbar 
2(2) 04 B(z; Pı, Pa,‘ 3PDo)i 


Z 
denn die x(x)— og von p,, ::,P, verschiedenen Primzahlen < & ge- £ 
hören sämtlich zu den B(x; p,,Ps,':',?,) Zahlen < x, welche weder 
durch p,,::-, noch durch », teilbar sind. Nach dem Satz des s1i4 


ist also 


osram] Me 


v=1l 
A 
folglich, wenn. ich alle 2° eckigen Klammern weglasse, was einen ab- 
solut genommen unterhalb 2° gelegenen Fehler verursacht, 








v g 
2° an x: 
2) <oe+2+z Se = De: ER 13 32 
I <Ir% 

0 1 1 1 
er 
“er tel) | 

also wegen (1) | 4 
a(@)<o+t2+ 2 & f 

Wird nun &=&(d) so gewählt, daß 3 
i>m un 
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und 
0 0) 
AR = 
ist, so ist für alle >& 
Ö Ö 
Ir) 5 + 5% 
Suits 
— 0, 
I, 
womit die Behauptung 
lim "9 _ 9 
zıo #7 


bewiesen ist. 
Auf dem Wege zu unserem fernen Ziel 
N KL 
A A N aan 
log & 
sind wir also schon so weit gelangt, daß wir wissen: z(x) wird zwar 
mit & unendlich, aber schwächer als x. 





Viertes Kapitel. 





Beweis, dab (x) von der Größenordnung 
8 16. 
Hilfssatz über 7(%). 


Deänition: Für alle 2>0 sei 7(x&) durch eine der Glei- 
chungen . 


T(«) = Dog n, 


nl 
T(x) = log Un, 
ze! 
T(&) = log (le]!) 
definiert. 


Für ganzzahlige x > 0 ist also insbesondere 
Te, log (zN). 


TR IV. Beweis, daß x (x) von der Größenordnung en ist. 


a 27 
er 
3” 
e 
nn 
Y 
‘ 








Satz: Es ist | 
T(&) =zloge — x + O(loge). 


Beweis: Es ist für © >1 einerseits” 


x 2 z—1 
Dlog N — log n + log |x] 
na n=1l 
re] n+1 
Fax Sog du +log[«] 
n=in 


[®] 
— [logu du + log[x] 
1 


<flogu du + log 
1 


= rloege—- x +1+ log 
(1) | —= vloge — x + 0 (log), 


andererseits 


Sat n BB n 


Ge n=a 


ion udu _ flog udu 
[®] 


> flog udu — logx 
1 


 =zlge—-x+1-logx 
(2) —= tv log2 — x + Olloge). 
Aus (1) und (2) zusammengenommen folgt die Behauptung 
T(&) = zlogxe — x + Olloge). 
1) Die folgenden Rechnungen sind auch für i<&< 2 richtig, da alsdann 


x—1 


nach Festsetzung N und B> den Wert 0 bedeutet. 


n=i n=a 


\ 
\ 
\ 


) 
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Von diesem Satze wird vorläufig nur die weniger scharfe Fassung 
T(&) = zlogx + O(&) 


zur Anwendung kommen. 
SET, 
Einführung der Funktionen (x), w(x) und grundlegende 
Identität. 
Definition: Es sei” für > 
(a) =D log p 
a 


und Y(x) durch die von selbst abbrechende Reihe erklärt: 
v(2) = 9x) +9(Ya)+H(VYe)+--- 


Offenbar ist 


denn 
erfordert, dab 
ist. 


Durch Vertauschung der Summationsfolge kann man für > 1 
auch schreiben: 








1) #(x). war bereits in $ 4 so definiert. . 
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Also ist (x) für # > 1 offenbar der Logarithmus des kleinsten gemein- 
samen Vielfachen aller ganzen positiven Zahlen bis x. Denn p kommt 


in mindestens einer dieser Zahlen in FA facher Vielfachheit vor, 
nämlich in der nicht oberhalb x gelegenen Zahl 
log x 
Alng,, 


“aber in keiner Zahl <x mit größerer Vielfachheit, da 





log x log x 
Mes Ss > plosp 
=% 
ist. 
Trivial ist über #(x) als obere Abschätzung 
2), OKlog, 
da doch gewiß 
(x) < Dlogr 
psz 
(1) = x(z)logx 
<.alogx 
ist. Nach dem Ergebnis des vorigen Kapitels kann gleich noch 
schärfer aus (1) 
(x) = o(zlogx) 
geschlossen werden. | 
Daraus folgt für y(x) dieselbe Abschätzung o(zlogx) folgender- 


maßen: Da 
va) 8) + (Ya) +8 Wa) + -- 


nur O(logx) Glieder enthält, von denen jedes höchstens gleich dem 
vorangehenden ist, ist 


(2) v(x) = 9x) + Ollogx H(Yx)) 
— o(xlogx) + o(logx - VYxlog «) 
= o(xloge). 
Zum Zwecke genauerer Abschätzungen schicke ich zunächst einige ; 


Hilfssätze voraus: 
Satz: Wenn x und % positiv sind, davon k ganz, ist 


lee; 


Se 
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Beweis: Es hat x jedenfalls die Form 
Mr lch 9, 
O0<o<IT 
ist; g ist eben [x], und die Behauptung lautet 
9 9+09 
9-9 
Dazu ist nur zu beweisen, daß keine ganze Zahl y den Ungleichungen 


U 9+r9 
EIS 


wo 9 ganz und 


genügen kann. In der Tat wäre alsdann 
1! 
en, 


g<iy<grl, 
was gewiß unmöglich ist. 
Satz: Es ist für alle z>0O 


B a LEE} 


Die Reihe im Exponenten bricht von selbst ab und hat für« > 1 
genau | 


Glieder, da 


Fe 
— ol 
pr = 

nur für 

log x 
m RER 
— log p 
besteht. 


Die Behauptung kann auch 


geschrieben werden, wo nicht nur der Exponent eine (scheinbar) 
unendliche Reihe ist, sondern im Produkt p alle Primzahlen durch- 
läuft; für p>«& ist eben der Exponent von selbst = 0. 


1 u « u 7 GE mie 
x hi we - 
. 1% “a 
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Beweis: 1. Es sei x ganz. Dann ist zunächst klar, daß bei der 
Zerlegung von 


[r]!= x! 
in Primfaktoren nur Primzahlen p < x auftreten. Es fragt sich, wie 
oft » vorkommt. Die Anzahl der Multipla <x von 9 ist Et Das 


ist aber noch nicht die gesuchte Anzahl; denn » geht nicht in jedem 
Multiplum genau einmal auf. p geht mindestens zweimal ın den 


2 Multipla <x von p? auf usf. Der Exponent von p in (3) 


BEJEIE EEE 


ist nun gleich der Anzahl der bis x (inkl.) gelegenen Multipla von p 
plus der Anzahl der Multipla <x von p? plus ---. Wenn also eine 
Zahl bis x durch 9%, aber nicht durch p*+! teilbar („genau A Male 
durch p teilbar“) ist, so ist p als Faktor von x genau 


1 1 


Male berücksichtigt, wo A die Anzahl der Einsen ist. Damit ist (3) 
für ganzzahliges x bewiesen. | 
2. Für nicht ganzzahliges x ist nach 1. 


a TR BR 


p <[x] . Er 


& 


nach dem vorigen Satz können in den Exponenten die eckigen Klam- 
mern um & werpeltisan werden, da 


Ber 
m 2" 


ist; ferner ist der Multiplikationsbereich p < [x] gewiß mit dem Bo- 
Th p<« identisch. Damit ist der Satz allgemein bewiesen, 

Eine für das weitere grundlegende Identität liefert der 

Satz: Für allex>0 ist 


aD sl). ; 
Diese Summe kann natürlich auch bis n = 5 oder auch bis . 


n = © erstreckt werden, da für 


4 


n 
25 
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(= | 











ist. 
Beweis: Aus (3) folgt 
T(&) = log ([«])) 


Bir 


@ -Zuarla]+[5]#) 
PLDIS 


I Ziosol 


mei D=% 


Os -I Sterfä] 
m=1 m 
Nun ist er 
Zlsn|, 1 = Zlogp(l +1+-...+1), 
BeVE er 


wo die Klammer so viele Einsen enthält, als es ganze positive Zahlen 


Er mi gibt; man kann also schreiben: 


Er 
pn 


Dlogp| m| - - Sioap I 
psVs — p<Vz Er 


und erhält durch Vertauschung der Summationsfolge 


Dies gibt, in (5) eingesetzt: 














718 IV. Beweis, daß x (x) von der Größenordnung nee ist. 
® % m 
E 
29 - I Day.) 
mn=1in=l1l 
* E m r: 
PN, 
n 
nem 


x 
NN Y x 
Pat) N 
n=1i 
was zu beweisen war. 


Beispiel: 
T(10)=log2+1log3+log4+1og5-+1l0og6+1l0og7+1og8+log9+1log10 
= 8log2 +4log3 + 2log5 +logT, ; br 
vr) = v(10) | 
— #(10) + #(V10) + #(V10) 
— N + 9(3) + #:(2) 
log2 +log3 +logd +logT +log2 + Re + log2 
=3log2 +21log3-+log5 + logT, 
v0) = u(B) 4 
— 9(5) + #(V5) 4 
— 9(5) + (2) 
— log2 + log3 +log5 + log2 
— 2log2 + log3 + log, 
v0) = u(8) | 
38) 
—= log2 + log3, 
v4) = v2) 
-3(2) 
= log2, 
265) = vQ) 
902) 
— log2, 
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= Slog2 +4log3 + 21logd + log”. 
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$ 18. 
Beweis, daß w(x) und Y(x) die Größenordnung x haben. 


‚ In diesem Paragraphen will ich zeigen, daß »(x) im Sinne der 
Definition des $ 12 mit = gleiche Größenordnung hat, ebenso #(x); 
mit anderen Worten, daß 


via) = O8), 
2) = Ole), 


ne z 0%) 


| IE 7 0) 


ist; noch anders ausgedrückt, daß die Quotienten 
7@) 


x 


und 


und 
9 (x) 
X 





gm 


von einer gewissen Stelle an oberhalb einer positiven und unterhalb 
einer endlichen Schranke liegen. Jene Stelle kann natürlich alsdann 
—2 angenommen werden, da für jedes &>2 auf der endlichen Strecke 
von 2 bis & die Quotienten gewiß zwischen zwei solchen Schranken 
liegen. Wegen 
(a) < (a) 

braucht übrigens die obere Abschätzung nur für v(x), die untere nur 
für 9(2) bewiesen zu werden. Es ist aber bequemer, beides direkt 
für Y(x) zu beweisen; damit ‚sind die Behauptungen für (x) auf 
Grund der Relation $ 17, (2) 


(2) = 92) + Olga (Ya) 
— #(x) + O (logx- Vx log x) 
= da) +0), 


mitbewiesen. 
Aus der Identität 


ist. 
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folgt nun für alle x > 0 


also 
Te) 272) - v2) -2Iu(2) 
— 
EIOERIGERTOERE EITHER ERTL 
ET HELIHERIHEzE 
n Yr+tip (2): 
“ en Ausdruck haben die Glieder, so lange sie nicht O sind, ab 


wechselndes Vorzeichen und es ist absolut genommen jedes nicht 
größer als das vorangehende. Insbesondere ist 


daher ist 
(1) 0<v@)—v(, )< Te) 27 (2 )- 


Wenn andererseits 


-e(2)+ 06) <0 


ur EI DT Se Te er 


berücksichtigt wird, so An sich 


() v2 Te) -27(5). 
Nach der im $ 16 bewiesenen Relation | 
| T(x) = x logx + O0(x) | E 
ist nun Fa 


2{2) E14 of) 
ne — , log 2 + Im 


Er 
- 210g + Of) 


vn. 
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also 
Te) —2T(,) = zloga + 0) — 2 (3 lege + 0(2)) 
A HES% | 
+) (5) = 0). 
Der nicht negative Quotient 


vv (>) 


(1) liefert also 


x 


liegt also für alle «> 8, wo 8> 2 angenommen sei, unterhalb einer 
endlichen Schranke; da er für 2<x<E& gewiß unterhalb einer 
festen Schranke liest und für O<x<2 gleich Null ist, gibt es ein 
A derart, daß für alle x>0 


ae 
@ Ol) <a 


ist. (3) liefert, wenn - statt x geschrieben wird, für alle x > O 
xc x xc 
ui) <a 
TC x x 
Er) <at. 


(4) v (=) u () erden 


bei jedem ganzen n > 0), alles für«>0. Wird (4) über n—=0,1,2,.-- 
summiert, so ergibt sich 


ve) -I(v >) “7 (2) 


dies weıter 


1 
SLALENn 
= 
= 24x, 
womit 
.® v(8) = O(«) 


bewiesen ist. 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 6 
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Um Hi untere Are von Sn zu N... wird (2) be 
nutzt werden; aber hier genügt "für T(x) nicht die Abschätzung 


T(x)=xlogx + 0x), 
sondern ich schreibe etwas genauer 

T(«)=xlogx — x + o(x), 
was ja auch in $ 16 reichlich bewiesen war, da 


log x = 0(&) 
ist. Das gıbt 


T(&) — 27(5) = rloege — x +o(a2) —2 (z log, - x -+ o(2)) 
(6) = rlog2 + 0o(«), 


also nach (2) v(a) > x 1log2 + 0(@), 


lım nee I > log 2 


=%x0 


Bl} 


Übrigens liefert (6) auch leicht als präzisere Fassung von O% 
eine numerische obere Schranke für 


lim sup x m 


= 


Denn wegen (1) und (6) ist nach Annahme von d > 0 von einem ge- 
wissen &=&(ö).an, d. h. für alle x >$ 


v@)—#(5)< (log2 + 8)a, 


also für alle 2 >38 und alle ganzzahligen n > 0, bei denen 


ist 
U (=) — U er ) — (log 2 + ö) on p) 
d.h, wenn die ganze Zahl m bei gegebenem x > & durek 


gm == a7 > Fa 
bestimmt ist, 


V 
ip 


vr. 
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8 19. a nn und u haben dieselben Unbestimmtheitsgrenzen. 83 
4 x 
v(®) Se >iL (.) Se ()) 
m 1 
<(og2+8)0 >, 
Nn=U 


<2(log2 + Öd)e, 
Y(&) = 2(log 2 = d)% + Y sr) 
E 2 (log2 + d)2 + Y(8). 


Daher ist 
lim sup“ a 2 (log2 +) 


für jedes >00, folglich 
lim sup 2 2921082 


Mit Rücksicht auf 


lim Y(X) — Pe) 2a 
HERE & 
ist 
Bm ink a, — ]ım ınf Er ; 
=o-© x ee x 
a ‚Sup - en = lim sup en 


und wir haben also auch gefunden: 


lim inf > > ]0g2 


und (a) 
lim sup -—— <2log2. 
x 


8719. 
BaeyEn und = dieselben 


Unbestimmtheitsgrenzen haben. 


Beweis, daß die Quotienten 


Satz: 





(x) log x X) = 0( 1 ). 


KL x 
Vorbemerkung: Dieser Satz besagt insbesondere, dab 


)l 8 
ee = od), 
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d.h. 
Jim ("9 e8* _ PO) _ 0 


= 


ist, folglich 


Dr inf” BE URE an m inf . a 


womit die Überschrift dieses EN gerechtfertigt ist. 
dem Resultat des vorigen Paragraphen ist also 


> ‚Sup = wo DR <2log2 
u inf - we Re, > log2 
2.2, 


wie im Titel dieses Kapitels angekündigt wurde. 


Nach 


Beweis: Ich wende das wichtige, von Abel zuerst mit Erfolg 
bei Abschätzungen benutzte Hilfsmittel der partiellen Summation an, 


welches in der Identität 
Da, — a A,_ )D; - a, (b,— D..:1) ew Q,.ıb, + 0,0041 


(v, w ganz, w = v) besteht. Damit ergibt sich für «> 1 


(2) —D1 


p=® 


Son) em) 


log n 
n=3 8 


BEA 
oc) > n log = .. = + log([x] + 1) 











log (1 + ) $ 
B£ (@) 
Yo ee er log & Br 9@ ) here: +1) dog 


5% 
| FR) 3 
BE lege = Dome log!n 7 A er log @+ 9) 


also wegen 


%(2) = O(x) 


DR 


mt 


$ 20. Folgerungen über die Primzahlmenge zwischen x und A-+g9a. 
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1 
2 log(1 + — 
u 
xR) — = 0 en Fr o(:. +2) 
| 5 NEN 
ec = + fi a 
og?2 log? u % log’ x 


= 01) +0 fa N 


x 


du 
= 00) Br Mi: AR al 


Vz 
ro Be) u (re) 
-0 (5): 


, lo ER. } 
und, wenn dies mit — multipliziert wird, 





z()logx (x) 1 
A 0 ne) 


8 20. 


Folgerungen über die Primzahlmenge zwischen & und (l1+2)%. 
Es sei 2 >0, &>0. Dann ist die Anzahl der Primzahlen zwi- 


schen x (exkl.) End (1 + .)x (inkl.) 
(1 +92) —- ne). 
Nach dem im $ 19 erzielten Ergebnis 


10g2 < lim inf”? °8* < lim sup 9 8* < 210g 2 


=8x0 =0x0 


ist bei gegebenem Or oktürealle, ac > E— (0) 
(log2 — Ö) 
folglich für z >E$ 





ELLE (2log2 En Diczz 


er 





x((l +90) —x(e) > (log2 — ) a (9 jog 2-E 9) ee 


+29)+log& 
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Der Quotient der rechten Seite durch | „ hat für = x den Limes 
(log2 —-H)(1+.)— elbes +0); 
es ist daher bei jedem d > 0 
lim inf FIZEN I 1092 — 8) (1 +2) — (2log2 + 8); 


x =080 





m ie 


folglich ist 
lim inf FIN > 10991 + 2) 210g 2 


T=ox 





er x 


= log2(e —]). 


Im Falle <> 1 wächst also die Primzahlmenge zwischen & und 
(1+.)& mit x ins Unendliche. 

log2 ist in diesem Resultat ganz herausgefallen. Offenbar ist 
das Charakteristische: Weil für die, Unbestimmtheitsgrenzen von 


{ 7 (&) 
1 Fe 
(1) B 

log & 
zwei Schranken gefunden waren, deren Quotient 2 ist, ist die obige 


Tatsache lim (m (+ 9%) 2 (0) = x 


füre+1>2, d.h. für alle > 1 bewiesen Dem Schrankenquotien- 
ten % en alle e>x— 1; in der Tat folgt aus 


A< lim td. N < lim sup a Du SH 


x=%x0 


bei gegebenem Ö > O0 von einem gewissen x an 


(A — 0) 7 <a) <(aAH+ N gar 
(+90) ale) > (A— 0) ut: a ee | 3 
lım inf — ee >(A—-I)1L+E)— (kA-+ 0), 
er IE 


also 
lim inf - HL I 


Be 


—-All+e-—»), 


so daß für &>x— 1 diese untere Unbestimmtheitsgrenze positiv ist. 
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Der Beweis des im $ 4 erwähnten Bertrandschen Postulats er- 
fordert allerdings gerade für e=1 die Richtigkeit des soeben für alle 
&> 1 bewiesenen Satzes, d. h. er erfordert für die Unbestimmtheits- 
grenzen des Quotienten (1) Schranken, deren Quotient <2 ist. Ich 
werde im nächsten Kapitel Schranken vom Quotienten & herleiten und 
damit den Satz 

lim (z((1 +8) — 7(2)) = © 
für alle &e> 5 beweisen; dabei wird so gerechnet werden, daß sich 
auch ein nicht zu hohes « ergibt, von dem an die Abschätzungen 
gelten, so daß das Bertrandsche Postulat für alle erforderlichen & 
bewiesen werden wird. 





Fünftes Kapitel. 


Verengerung der Schranken für den Quotienten UK) Sog 


8 21. 


Abschätzungen von U(x). 


In $ 16 war festgestellt, daß für alle (ganzen oder nicht ganzen) 
21 Ta) <zlegre—- 2x +1-+logr 
und 
T(&) >zloegx -— x +1-— log 
ist A fortiori ist also für alle z>1 
(1) T(&)=zloge —- x +0o(logx +1), 


a 0 = 9(2) 


eine Größe bezeichnet, welche die Relation 


erfüllt. ea 


Diese Abschätzung werde auf die Funktion 
AR Br ® % Pr 
i Q-7@-7(;) x 76) Bi 75) 1 ) 
angewendet, deren Zweck nachher ersichtlich sein wird. Für alle 
2 >30 ergibt sich nach (1), da die fünf Argumente z, 5 = Es 0 
sämtlich > 1 sind, 


ar 1,57 Ne GE? 


u 








88 V. Verengerung der Schranken für den Quotienten a(«): Be 
x "9 & N w 
U(a)=zloge — , log, - slogz — -lg2 +3 log 5, 
C & in & 


na | 
+69, (loge+1+logy+1+ log +1 +logg ++ log Hl), 


wo 
9<1 


ist, also wegen 
50-15 2 10 2 





41-4244, 
— (0) 
-U(a)=x(4log2 +3; log3+ 1 log 5 — „„l0og30) +5 ®, (logxe +1) = 
(2) — a2 +59, (logx +1), 


wo a die Konstante 


bezeichnet und 


ist. 
Für die asymptotische Folgerung 


lim (2 (1+ 89x) — x(&)) = x (e>}#) 


wird es übrigens nachher auf den Wert von a gar nicht ankommen, 
und, wenn ich hier nur diesen Zweck im Auge hätte, so würde auch 
die Abschätzung 
Ulx) =ax + o(x) 
statt (2) genügen. 
(2) war für alle x > 30 bewiesen; ich behaupte, daß es bereits für | 
z>1 gilt. Auf dem Wege zu ER war für | 


die Relation a 
(9) Ty-(logy—y)ı<logy+i. | 
verwendet, aber nur, um aus ihr die Folgerung 

(4) T(y) - yloegy—y) <loge+1 


zu ziehen. Diese Abschätzung (4) bleibt aber (bei den genannten fünf 
Werten von y) für 1<x<30 gültige. Denn, soweit dabei y> 1 ist, 
ist sogar (3) gültig; soweit y< 1 ist, ist wegen 





5 
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d 
a, 9 Ylogy) = — logy 


>) 

‚TY) —- ylgy—Yy)|=y— ylogy 
<1-—1logl 
— | 
<logx +1. 


Das Resultat dieses Paragraphen lautet also: Für alle z>1 ist 
az —dlloge +1)<Ula) <ar +5lloger +1). 


022: 
Beweis des Bertrandschen Postulats. 


Nach der grundlegenden Identität des $ 17 
7) = De(h) 
Teo-7@-2()-r@)-2()+ 2%) 

Del) - Dee) Dr) Do(i)+Dv6z) 
rer Dann, 
tt 
-Dür(h), 


wo sich c, mit der Periode 30 wiederholt, d. h. das Glied v(,) zum 
Koeffizienten hat: 


wenn n, durch 30 geteilt, den Rest läßt: 
Beer 11,115, 17,19, 23,.29; 
Be 5, 09,1, 16, 21,22, 25,26, 27, 28; 
6, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 30. 
In der Tat treten die zu der Zahl 30 teilerfremden Zahlen » ein- 
mal auf (nur bei 7'(x)), die durch genau eine der Primzahlen 2, 3, 5 
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Ken 1—1=0Omal, ki durch genau zwei derselben teilbaren 
1—2= — 1mal (d. h. einmal mit dem Minuszeichen vor % (#)), die 
durch 2-3-5 = 30 teilbaren 2— 3 = — 1mal. 

Da in der Reihe (1) die Vorzeichen der Glieder v(*) abwech- 


seln und der absolute Betrag jedes Gliedes höchstens gleich dem des 
vorangehenden ist, ergibt sich 


(2) ve) > Ule) 
und , 
(3) u) u (5) < Ua) 


(2) liefert nach der Schlußformel des vorigen Paragraphen für 
alle x >1 


(4) va) 2 ax —dllogr +1), 
(3) für alle z>1 | 
(5) va) —v(,)<ar+5(oge +1). 


Aus (5) folgt für z>1 
ver) ” v(; le <a + 5llog + 1) 


= a + 5 (log x + 1), 


und ganzes n > 0, so lange zZ 2 ist, 


also durch Summation über alle diese zu einem #> 1 gehörigen 


n = 0,1,=.- [1er] 


log 6 
log 
1og 6 
via) = (wlan) = Hari) 

a 100% 

log6 ? 
= ax Dr Ar 5( ve] - 1) (log « +1) \.3 

n=0 


Au Na Je = 1)(log.« +1) 


tan + (1 ‚log® +5)(log« + 1) 
(6) | =; San a De 


S 22. Beweis des Bertrandschen Postulats. 9] 











Mit (4) und (6) ist zunächst bewiesen: 


lim san N. ae “ = lim ee en 
a, 
lim in ER LT Zn pAC2 
| 2a; 
für alle 
e>2t—1 
TER 
5 
ıst daher 


lım ((d +98) — x(@)) — x. 


Für die Funktion #(x) hat man einerseits wegen 
b(x) — 2u(Vx) = 8(2) — (Va) + (Ye) — 8(Vz) + 
92) > u(a) — 2y(Va), 
a) < ver). 
Also ergibt sich für alle «> 1 aus (4) und (6) 
3(2) > ax — 5(loegx +1) — 2($ ayz + (3logx +5)logx + 1)) 
| — az — Zayx — 3 log’z — 13logx — 15, 
(2) <2ax +3log?r +8logr +5. 
Folglich gilt für alle «> 5 wegen 
} 22—2>1, 
log (2x — 2) < log (2x) 
<logx + 0,7 


andererseits 


die Abschätzung 
(2% — 2) — 8(2) > a(22 — 2) — Zay2z — 2 — 2 (logx + 0,7)? 
— 13 (logz +0, — 15 — 2ax — 3log?x — Slogx — 5 
Zar — Bay2y&x — 1 —- 2 1log?’x — 23,11logx — 29,835 — 2a 
> 0,8: 0,922 — 2.093 .3yx — 2 log?x — 24logx — 30 — 2 
> 0,7% — 34V — 4,5 log! x — 24logx — 32. 


- Diese rechte Seite ist fir &> 800 positiv; denn mit Rücksicht auf 


BERNIE EEE NE TR 


log 800 < 7 


x 


92 V. Verengerung der Schranken für (x): nr; 








ist für x = 800 jener Ausdruck 
> 0,7:800 — 3,4:29 — 4,5.49 — 24.7 — 32 
— 560 — 98,6 — 220,5 — 168 — 32 





zn 
und für & > 800 ist seine Ableitung | 
1,7 9logx 24 1:7 9108800 24 
MN a Ben 


1,7... 2927 
> zT 00 800 
>, 
Für alle x > 800 ist daher 
922 — 2) —- 9a) >0, 
d. h. zwischen x (exkl.) und 2x2 — 2 (inkl.) mindestens eine Primzahl 
gelegen. Man kann sehr schnell verifizieren, daß dies auch für 
33 <x2<800 wahr ist. Denn für 33 <xz<5 leistet dies die Prim- 
zahl 5, und es sind die Primzahlen 
5, 7, 11, 19, 31, 59, 113, 223, 443, 883 
so beschaffen, daß jede kleiner als das um 2 verminderte Doppelte 
der vorangehenden ist. Also gibt es in jedem Intervalle <y<2x2— 2, 
wo 2 >35 ist, mindestens eine Primzahl, womit das Bertrandsche 
Postulat bewiesen ist. | 
Nun ist ja 22 — 2 durch das zufällige Bedürfnis des Bertrand- 
schen gruppentheoretischen Problems hereingekommen; wenn dafür 
2x gesetzt wird, gilt das Ergebnis bereits von =1 an: | 
Für alle x >1 liegt zwischen & (exkl) und 2% (inkl) 
mindestens eine Primzahl. | 
Zugunsten dieses eleganten Wortlauts habe ich in den letzten 
zwei Paragraphen ausnahmsweise etwas numerisch, ohne die Zeichen 
OÖ und o, gerechnet. 


S 23. N 
Weitere Verengerung der Schranken. 


Es ist nicht auffallend, daß man durch Benutzung längerer anne 
loger Ausdrücke U(z) an Stelle von | 


U(@) = Ta) — 27 (2) 
des $ 18 oder an Stelle von 


U(x) = T(x) — r(5) E r.(2) gi 7 B% ri 
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grenzen von | %b (x) 


gelangen kann. = 


Ein solcher Ausdruck 
U(x) = a,T(x) + @, T(;) + T(,) 4+...4 a,T(-) 


-Spaa 
d=i 


muß jedenfalls der Bedingung - 


(ig 


a, A, 
144er 


dm 
m 


= 0 


genügen, damit er, wie erforderlich, = O(x) ist. Es ist nun 


ist und hierin d alle diejenigen der Zahlen < m durchläuft, welche 
in n aufgehen. Daß dabei, wie in den bisherigen zwei Fällen, die 
von Null verschiedenen c, abwechselnd + 1 und — 1 sind, ist nicht 
einmal erforderlich; periodisch sind die c, jedenfalls, da für zwei 


Glieder R ” 
ir)! 
bei welchen n’— n durch m! (oder auch nur durch das kleinste ge- 


meinsame Vielfache von 1,2,---,m) teilbar ist, die Gesamtheit der 
in n bzw. n’ aufgehenden d dieselbe, also 


De 
ist. N N 

Daß jenes Abwechseln der Vorzeichen nicht erforderlich ist, um 
_ Schranken für 1b (x) 


x 


zu erhalten, lehrt schon das einfache Beispiel 


U(e) = (a) -37(7) 


=) +95) - 225) +,G) +) - el) + 
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Hier Br 








U(x) = xloege — x + 0(2) — 3(5 log 5 — 3 + o(#)) 
= vlog3 + 0(&), 
also offenbar einerseits 


va) —- v3) < U) 


ri 5.109.2% 
folglich 
v(x) <xlog 32) . +0(&) 
n=o0 
— 3rlog3 + o(&), 
lim ‚eupz u = <2log3, 
andererseits 
(a) + v(,)> Ua) 
oxlog3, 
2Yv(a) >Zxlog3 + o(e), 
lim inf a ) > +log3. 
Natürlich liefert dies — obendrein nach unten recht unscharf 
verwertete — U(x) nichts Neues zu unseren früheren Kenntnissen; 


es-sollte nur das Wesen der Methode klar machen. 
Übrigens bedarf man gar keines neuen U(x), um die in $ 22 aus 


IW-T@)-15)-75)-T)+ZR 
erhaltenen Schranken zu verschärfen. Aus der damaligen Relation 
vr) +) rl) + rl) re) Fre) Be) 
INDENHERTERGERTEN: > 
ee 
schließe ich nämlich jetzt z. B. so weiter: 


va) -vls)+Hl)-uln)<art 0o@), 


$ 24. Beweis, daß die obere Unbestimmtheitsgrenze > 1 ist. 95 








also unter Benutzung von 
va) < tax + 0(), 
Ya) > ax + 0(a) 


folgendermaßen: 
va) - vl) <axr+o@)-v(7)+e(,) 
<ax-+o(2) —a . 4 en 
Be 175 0% fr oz), 
folglich 


daR) < in 5ac + o(e), 
lim sup ?® 2) < m La 


— 15 
20 


was besser als ‘a ist. 

Die Benutzung jener schärferen Kunstgriffe und jener längeren 
U(x) führe ich hier nicht weiter aus, da man doch nicht auf diesem 
elementaren Wege das Ziel ek kann, die Abschätzungen der 
beiden Unbestimmtheitsgrenzen beliebig nahe aneinander zu bringen. 


Sechstes Kapitel. 


Beweis, daß die Unbestimmtheitsgrenzen von x(x): nn — den 
Wert 1 einschließen. 


8 24. 
Beweis, daß die obere Unbestimmtheitsgrenze >1 ist. 


In diesem Kapitel werde ich beweisen, daß der Quotient 
n (x) log x 
RER 
sich jedenfalls keiner von 1 verschiedenen Grenze nähern kann, ge- 
nauer, daß er nicht von einer Stelle an dauernd <1—0 sein kann, 
wo 6ö fest und > 0 ist, und analog, daß er für kein d > 0 von einer 
gewissen Stelle an >1 +06 sein en 
In diesem Paragraphen werde ich ersteres beweisen, mit anderen 
Worten den 


Satz: 
lim sıop ———- > 1. 
x 


=Xx0 
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Beweis: Statt dessen brauche ich nach $$ 18 und 19 nur zu be- 
weisen, daß 
{ lım sup > a 
ist. D. h.: Aus den Annahmen 
DEU: 
va) <(l —d)e 
für alle x>8 soll ein Widerspruch entwickelt werden; & darf >1 
angenommen werden. 


Aus 5“ 
7) -I%(,) 


folgt für alle x > 8, da bei der Zerlegung 


x 


» 


Ta) - Du (4) +2 (3) 





n=—+1 
E 
in der ersten Summe 
X 7 
a 
n= [2] 
& 
= Er 
a 
& 
s i Bu 2 
in der zweiten 
or 
e 1 
2)+ 
x 
& 
—$ 


0) 


ist, 


B £ 
T)<DU-9),+D ve 


n=—-H1l 
& 


u 


x 
& ® 


<a-9e 81409 Di 


$ 25. Beweis, daß die untere Unbestimmtheitsgrenze <1 ist. 97. 








x 


<A I, +00 


<a-ge(ı4 fe) + 0(x) 


= (1—-ö)ce(l1+loge) + O(%) 
o(1—- 9)xloge, 


lim sup on: <1-6 


| | el, 
was der in $ 16 bewiesenen Relation 
T(&) » xlogx 


=080 


widerspricht. 
apa 
Beweis, daß die untere Unbestimmtheitsgrenze <1 ist. 


Satz: Es ıst ' 
lım ınf nn 2 ar 


x=0 


Beweis: Hs seı 


Br) 
und für alle «>58, wo 5 >21 ist, 
va) > (I + 8a; 
wenn daraus &in Widerspruch entwickelt wird, ist der Satz bewiesen. 
Hier ergibt sich für alle x >$ 


>14, 


% 
N 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 
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—=(1+6ö)xlog 
o(1+ u 25 


Siebentes Kapitel. 


Über einige von den Primzahlen abhängende Summen. 


$ 26. 


2 ! 1 
Uber die Summe > is 


pr 


Aus der Identität (vgl. $S 17, (4) 


ro Ziwen(sl+lilt) 


vr=% 


folgt, da 


2er (| + Re )< Fuss + 


PZSX% 


ıst und die unendliche Reihe 


. ad inf.) 


\ 
) 
v 


ah Ye oe ih 
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als Teil der Reihe 








Seen, -Zolsn) 


Ta) =D log»; | + 0@), 


p=sx 


konvergiert, 


also mit Rücksicht auf 
T(z) = xlogx + O(x) 
& 
>>: logp| „| = vlogx +0 (8). 
p<x 
Die Weglassung der eckigen Klammern links bewirkt einen Fehler 
<Dlogp-1= #(x) 
p<® 


= 08); 
daher ist 


Drlogp, + 0a) = zlogx + O(a), 


psz 
‚1 
& > a —= rlog2e + O(«), 


7) 
p=% 


l 
I: > = loga + 001). 


827. 
Hilfssatz. 


Satz’): Es sei f(u) eine für w>2 positive, niemals zu- 
nehmende Funktion, welche für v—= o den Grenzwert O hat; 
dann existiert 


im( 2 DTrin) - frwau) - 4 ei 


n—=3 


und es ist genauer 


® > f(n) 58 f fı)du a A+ O(fio)). 





1) Natürlich könnte in ihm statt 2 auch eine andere Zahl stehen. 


mx 


[| 
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Beweis: Es ist für ->2 
(j+1 


If) - [ran -> (10 - [rau )+ + Pas 


2 n+1i 


- > (fm) — fw)du + O(f@)); 


ea 


wegen 
n+i 


0< (Fo) - Fw)du <fin) - fin +1) 


konvergiert 
u n+1 


2 Sir — fw))du = A 


mit der Restabschätzung 
2 n+1 


> ef (Fon) — Fo) du — A + 0 Ir) fm +1) 


= AT Olfaz! +29 
- 4+ O(f@), 


womit der Satz bewiesen ist. 


Speziell für 
r (u) = u ER 





ist also 
Daten” fie log u Ta dr 
1 
= 1ogiög0 4, + Ol EE 
8 28. 
u > x ul 
Über die Summe > er 
PSs® 
Wenn 


Der —R@) 


a —= log2e + r(«) 
gesetzt wird, wo nach $ 26 
r(@) = 00) 


- 8 28. Über die Summe PIFE . 
p<a® 101 








und speziell 


rt li:— 0 
ist, "ergibt sich für 2 > 2 


> s >'er i 
Be p logp 
p=® 


p=x% 
STE) —-Rm- ı) 
- 2 len : 


n=% 


x 
pi logn - logn — 1) r(n) — r(n — 1) 
> log n r > log n 
n=%2 


Nn—=2- 


* log (1— 


1 
ur - log n B ar > 'R) ee n log a u ‚) R log en 1) 


n=2 
® — log (1 —r .) — = © r(n)log (1 + -) ( 1 


(1) 5 Er > log n > log nlog(n+1) +0 


n=ä 























n=2 


Wegen der für n > 2 gültigen Entwicklung 
1 1 be ae Re 
—kg(l - )- = en Se ar a 


70 N 2n an? 





< + 


a ee 3 


| 
& 
— 
SIr 
[87 


konvergiert 





n=2 


mit der Restabschätzung 


u ı;: >; 
32 erlogn At Waren 


ne2-#1 








n=2 
oo 


1 du 
AH Olga) t of u: log u 


Der 


) 
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AR A) ar Oi 


= A, + Net 


analog ist wegen 





1 
r (n) log (1 + ) 1 
loenlen+t1) 0 (; log? = 
be rm) log (i E= —) 
lognlog(n +1) 


n=2 





4; 


konvergent und 


© r(n)log 
& ) — 4, & BE. n 


lognlog(n + 
n=2 nzc-#1 
oo 


/ 

ie 1 du 
ke type ar ee 
4; Ole) = Of 


Br 


-4+ er 


(1) liefert also 


DE ee 4, +4+ O( 


D2D=ZSX n=2 


nach der Schlußformel des vorigen Paragraphen ist daher 


Dr —= logloeg2e + 4A, + A, +4, ro 


p=x® 





= loglogx + B+ Amel 





du 
u° 
4 4 


>, 


Zweiter Teil. 


Anwendung der Dirichletschen Reihen mit reellen 
Variabeln. 


Achtes Kapitel. 


Fundamentaleigenschaften der Dirichletschen Reihen. 
g 29. 
Definition und Konvergenzgebiet. 


Definition: Unter einer Dirichletschen Reihe versteht man 
eine unendliche Reihe der Gestalt 


wo: die a, konstante reelle Koeffizienten, s eine reelle Va- 
riable ist. 
Eine solche Reihe kann überall konvergieren, wie z. B. 


in der Tat ist für jedes s 








1 1 
(n-+ 1)! n! 1 N” 
ım ( % 2 2 ee === lIım = re 
een enın ER ie re bh 
—U). 


Sie kann auch nirgends konvergieren, wie z. B. 


x 


n! 
> N’ 





104 VIII. Fundamentaleigenschaften der Dirichletschen Reihen. 





Be (+ ı n+1) 
k Yan n , 2 ID 
lm =: ee —= lım — ; 
n=o» N (n +1) ee ”n 


—U. 





Abgesehen von diesen zwei extremen Fällen hat der Konvergenz- 
bereich die durch den folgenden Satz beschriebene Gestalt: 

Satz: Wenn f(s) weder überall noch nirgends konvergiert, 
so gibt es eine Zahl « derart, daß die Reihe für s<a« diver- 
giert, für s>« konvergiert. 

Beweis: Wenn f(s) für en s=s, konvergiert oder auch nur 
zwischen endlichen Schranken oszilliert, so läßt sich zunächst zeigen, 
daß sie für jedes größere s, d.h. für s=s,+:, e>0, konvergiert. 
In der Tat ist, wenn 


gesetzt wird, 
. 3@) = 00), 
d. h. für alle x 


(2), 24, 
folglich für ganze v, w a BEN 











2 Somft a N So ee 
3 (n) ee (n + ) v 3 (w+ 1) 
a 1 N A A 
| 
2 |< a Fr ERRF (w + 1)° 
Erchine 
a 


daher ist bei gegebenem d >0 für w>2v>&=£&(6) 


w 
| RE 
| er 1 9, 
n=» 


was die Konvergenz von f(s, + &) beweist. 
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Ich teile nun alle reellen Zahlen in zwei Klassen: 

I. diejenigen, für welche /(s) divergiert, 

II. diejenigen, für welche f(s) konversgiert. 

Nach dem eben Bewiesenen ist jede Zahl der ersten Klasse kleiner 
als jede Zahl der zweiten Klasse; nach Voraussetzung gibt es Zahlen 
in beiden Klassen. Also bestimmt der Schnitt eine Zahl « derart, daß 
f(s) für s<« divergiert, für s> « konvergiert, womit der Satz be- 
wiesen ist. 

Für s—« selbst kann sowohl Divergenz als Konvergenz statt- 
finden, wie folgende zwei Beispiele zeigen: 


1. Die Reihe 
1 >’ — 
( ) % — n? 


divergiert bekanntlich für s<1 und konvergiert für s> 1. Ersteres 
(Fall en 1) folgt am schnellsten aus der für ganzes w > 1 gelten- 
den Abschätzung 


letzteres (Fall s> 1) aus der für ganzes w > 1 gültigen Rechnung 


w 2 
a du 
Zicırfa 
HOSLE Ro; W 


nn 





er 
Die Summe (1) wird mit &(s) bezeichnet und ist also — vor- 
läufig — eine Funktion (Zetafunktion) des reellen Argumentes s>1. 
2. Die Reihe | 
ER 





} n" log? n 
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en für s< 1, da dort (w ganz und > 2) 


uw 


w 
1 du 
s rer 
n log’ n uw log” u 
2 24 


n=&ä 








1 _ —_; 
— log’w a (wi ae 


ist; sie konvergiert für s > 1, da dort (w ganz und > 2) 


w w 
E 1 
St SI 
— n log’n n log” n ö 
2 . 
q 





n=&ä 


n=2 
5 


1 du 
< gast [ann 


) 





1 ih 1 
IR log? 2 a3 ice 2 Da) 
1 1 
<gTogta T ig 

ist. 

« heiße allgemein der Konvergenzpunkt der Dirichletschen Reihe 
dabei mögen die beiden extremen Fälle «= — oo (Konvergenz für 
alle s) und «= + ® (Konvergenz für kein s) einbezogen werden. 


Ei 
" 


Ss 30. 
Gleichmäßige Konvergenz, Stetigkeit und Differentiier- 
barkeit der Dirichletschen Reihen. 


Satz: Wenn eine Dirichletsche Reihe 


[e.#) 


9-2 


Te 
für s=s, konvergiert, so ist sie für alles>s,, d. h. für alle 


s>5, gleichmäßig konvergent. 
Beweis: Wenn 
oo 
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gesetzt wird, ist für e>O und ganzes v > 2 


< ER Rn) — Rin+% 
BE ?: 
2 u (vr m 1 .) Toy 


Nach Annahme von d >0 ist für allen >&=$(Ö), wo 8E>2 ge- 


wählt sei, Rn) <o6, 


also für alle ganzen v >58 
Ö 
35 te = Doz en 


a 1)? 
<2, 





womit der Satz bewiesen ist. 

Aus ihm folgt, daß eine für s, konvergente Dirichletsche Reihe 
für alle s>s, stetig ist und für s= s, nach rechts stetig. D. h. eine 
Dirichletsche Reihe ist stetig im Innern des Konvergenzbereiches, 
und, falls sie dort konvergiert, auch im Konvergenzpunkt nach rechts. 

Hinter dem Hauptschluß beim Beweise des Fundamentalsatzes 
aus dem $ 29 steckt folgender allgemeiner Reihensatz, den es sich 
empfiehlt, jetzt besonders zu beweisen, um nicht immer denselben 
Schluß zu wiederholen: | 

Satz: Wenn die Reihe mit reellen Gliedern 


konvergiert oder auch nur zwischen endlichen Schranken 
oszilliert und die Zahlenfolge c, von einer gewissen Stelle 
N an positiv ist, nicht zunimmt und zu Null strebt: 


ER ED N 


nein 
lime,=(0, 


n=% 


so konvergiert die Reihe 
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Beweis: Wenn # 
2b,=B, 
PER 


gesetzt wird, wo also für alle & 


B.|<B 
ist, so ist für w>v>N (v, w ganz) 
Ib;0, =_>(B, re: B,_1)© 


w 
= DB, (,-— 64) 78 Buy gr Bachır, 


n=v 


Z>b,,|<BI(e,— +1) + Dt Bew 


Nn=V n=v 


—2Be,, 
womit wegen 
ime,=d 


v=o 


der Satz bewiesen ist. 
Er führt leicht zu dem 
Satz: Wenn 2 
R Ay 
f(s) 2 
für s, konvergiert, so konvergiert 


x 


> a, log n 
n® 


Fir 8 
Beweis: Es ist 





n‘ non? % 
Wird hierin 
he) 
ER ER ") 
” 
log n 
BE An 


gesetzt, so sind die Voraussetzungen des vorigen Satzes 


füllt; denn es ist einerseits 
lim c,= 0 


n=%x 


- 


für 5 >'s, er= 


| 
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und andererseits nimmt c, von einer gewissen Stelle an beständig ab, da 


d lgu 1 ._ logu.(s— s,) 


du ra s-s+1 











U 
für 
1 
5-80 
Ur> te 
negativ ist. 
Satz: Wenn 


ID 


den Konvergenzpunkt « hat, wo « endlich oder «= — x ist, 
so ist f(s) für s>« differentiierbar und dort 


[6] 


> ‚ 'a log n 
nn. 


n=1 





Beweis: Die Reihe 


oo 
Sy a„logn 
z / > ’ 


n=1i 


deren allgemeines Glied die Ableitung des allgemeinen Gliedes von 
— f(s) ist, ist nach dem vorigen Satze für s>s, konvergent, wo s, 
irgend eine Zahl >« ist, d.h. für alle s>«. Als Dirichletsche 
- Reihe ist sie bei festem y>« für alle s> y gleichmäßig konvergent. 
Daher ist f(s) für alle s>« differentiierbar und dort 


oo 


nl 


Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes ergibt sich, daß für 
s>.« die Funktion f(s) beliebig oft differentiierbar und 


9-1 > es | eh 
nl 


ist. 
Beispiel: Die Reihe 


1 1 1 
Fe) ler es 


2er 


et. 
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ist für s>0 konvergent, da die Glieder abwechselndes Vorzeichen 
haben und dem absoluten Betrage nach monoton zu Null abnehmen; 
also existiert f”(s)v =1,2,--) für s> 0, ist stetig und durch die 
Reihe darstellbar 

(— 1)»+1]og" n 

Rz BT ar 


= N) 


n=1l 
Insbesondere ist also für zu 1 abnehmendes s 
lim f"(s) 
Ai 
vorhanden. Nun ist für s>1 wegen der absoluten Konvergenz 
= 2 1 1 1 
(1 Fi, )8() ”F (1 n; )(1 u 9 a: 38 + FE ee ) 


1 1 L 1 1 
FE Is tz tateı gan 





2 2 2 
25 4° TIER 
1 22 1 1 
.= le stehe 


-f(s). 
Also existiert für jedes v= 1,2,--: bei zu 1 abnehmendem s 


= )0) 


Ya Bet 
Fer ds?’ ? 
A: 


was ıch bald anwenden werde. 
Ich. will es gleich noch anders formulieren. Die Funktion 


1 
rs 
1 — 217° 


ist für alle sZ1 definiert, + 0, stetig und beliebig oft differentiier- 
bar. Für alle diese s21 ist 


1— e-DVlog2 E 


9-17 





los?2, 
= log2 (8 — )+:--. 


Wird 
g(1) = log2 
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definiert, so ist g(s) für alle reellen s ee + 0, stetig un be- 
liebig oft differentiierbar. Also ist auch die Hunehon 


fe) 
7 98) ’ 

die für s>1 den Wert | 
(s — 1)&(s) 


hat, für s>0 definiert, stetig und beliebig oft differentiierbar. 


8 31. 


‘Über die Beziehungen zwischen den Werten einer 
Dirichletschen Reihe und der summatorischen Funktion 
ihrer Koeffizienten. 


Zusammen mit einer Dirichletschen. Reihe 


x 


f(s) - I 


n=1 


betrachten wir stets die Summe 


S() - Na,, 
en! 
welche für alle «> 1 die Summe ihrer ersten [x] Koeffizienten dar- 


stellt. 
Hierüber besteht zunächst folgender 


Satz: Wenn ; 
(1) lim - 


ist, so konvergiert 
h a, 
Hs) N 


n—ı 





für s>1, und für zu 1 abnehmendes s ist 


(2) | Ne: (s — 1)f(s) = 


Aus der Existenz des Grenzwertes (1) soll also die des Grenz- 
wertes (2) erschlossen und überdies festgestellt werden, daß beide 
einander gleich sind. Natürlich ist es dasselbe, ob man (1) für ganz- 
zahliges x oder für stetig ins Unendliche wachsendes x ausspricht. 
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Beweis: 1. Es werde zunächst der Spezialfall 
a=1, 
f) = &6) 
behandelt, in welchem offenbar die Voraussetzung (1) mit 
A=]1 
erfüllt ist und f(s) für s>1 konvergiert. Für s>1 ergibt sich 


oo 
1 vi du 
ae N, 


Fette 
ee 


-=-1+ 4 


s 
4 


1<(s—VDEls) <s 

und damit die Richtigkeit der Behauptung 
im(s— D)&()=1. 
=! 


2. Im allgemeinen Fall folgt zunächst für ganze v, w 1 <v<w) 


2 mi >, ee 
= Ss Ss Ole 


n=v 


da für alle n nach (1) 


aus 





Ya S®w— 1) S(w) 
(n + v ” (w4+1° ? 





ıS(n)| <Bn 


ıst, 
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a. 1 1 B:®—1) Bw 
ee et 0 tor 


4 | HETESER 
— BD nn — nn —D) + = = 


<BD), + 


wegen der Konvergenz von 


1 
n=1 
für s>1 ist also f(s) für s> 1 konvergent. 
Weiter ergibt sich, da nach Annahme von 6 >0O für alle 
n>2N=N(6) 
S(n) -— An <odn 
is tur 8 > 1 


| Sm = See An) Sn—-D—- And) 
re? : 23 j 





na=N+l1 n=N+1 
S(N)— AN 
I (SW _ An)(.— Tre a) GE BE LER 
n=N+] 
| © © 
a, 1 öoN 
| Bine Pr a N+T: 
Pn=N+1 n=N+1 | n=N+1 
20°N 
DL (n — (n — D))t rn 
n=N+1 
< DS + ara 
n=N+1 


<08() +20, 


-n( Di 45" |< d(s— 1)E(s) + 20(s— 1), 
n=N+1 n=N+1 | 
Landau, Verteilung der Primzahlen. 8 
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o-n(D% u) <a mo nun 


AL ME mi 
a 
+A@- DD, 


nl 








Da die rechte Seite wegen 
lim(s — 1)&(s) = 1 
s=1 


für s=1 den Limes Ö hat, ist = .(d) so bestimmbar, daß für 
er 27 1 i 
(s— 1)(f) — A&o)| < 26 
ist. Dies besagt 
lim (s — 1) (fi) — A&(9)) = 0, 
also 2 
lim(s— 1)f(s)=A, 
s=1 
was zu beweisen war. 
Wäre der bewiesene Satz umkehrbar, so würde das ganze Ge- 
bäude der Primzahltheorie mit großer Geschwindigkeit errichtet werden 


können. Er ist aber nicht umkehrbar, d. h. aus (2) folgt nicht (1), 
wie folgendes Beispiel zeigt: 


("ti 
Ve 
n=1 





1 ) 
u ne 

1 1 a 
Te an 


Diese Reihe (welche schon in $ 30 vorkam und übrigens für s> 2 
gu (1-2-)86-1) 


übereinstimmt) ist für s> 1 konvergent. Es ist für s>1 ferner 
wegen der monotonen Abnahme der absolut genommenen Glieder 


REN 
lim (s — 1) f(s) = 


Trotzdem ist aber weder 


also 


lım CHEN. ) 


NL 


=0 
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noch dieser Grenzwert überhaupt vorhanden. Denn es ist für ganze 

w>1l | 

SWw)=-4t@a+:+a, 
=1-2+3—4+:..:+(- Dette, 


d.h. 
ih, . 
re 

ER 
[ae 
— 2, 
Seat 
Bee 


Sm —1l)=m, 
S2m)=—m, 


alsoseer ut 
S(2m — 1) 1 


lim 2m —1 


mn=&x© 
lm 


N=o 


(2m) _ 
TMERE . 


In diesem Beispiel ist offenbar 


rm 


N 


2 
5 


Dies Intervall (— 3-5) schließt nun den Wert 
lim (s — 1) f(s) = 0 
| 
ein. 
Dahinter steckt der allgemeine 
Satz: 1. Wenn 


(3) f(s) 3% 


für s>1 konvergiert, so ist 
lim sup (s — 1)f(s) < lim sup ©. 
s=1 ai) 


% 
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2. Wenn (3) für s>1 konvergiert, ist 
u inf (s—- 1)f(s) > lim inf a 


Bei dieser ne des vorigen Satzes muß natürlich die 
Konvergenz von f(s) für s>1 in die Voraussetzung aufgenommen 


en x) 


REN falls allerdings - endliche Unbestimmtheitsgrenzen hat, 


liefert der Anfang des on Beweises die ie von 
18) »Eir 32>°7 
Beweis: Es genügt, den ersten Teil des Satzes zu , da 
der zweite durch Multiplikation mit — 1 auf ıhn zurückführbar ist. 
Aus der Konvergenz von f(s) für s>1 schließe ich zunächst 
für 1 
(4) lım 2 0; 


N 


in der Tat ist, wenn s> 1 gegeben und s, zwischen 1 und s einge- 


schoben (z. B. s, = ee gesetzt) wird, 


Ro) =D, 00), 
ge! 


folglich für > 1 
S(«) Fo A 
-> (Rn) — Rn — D)) n® 
RE) re +9 + Bodelt Di 
-03 > (mA + Do — n%) + O(a%) 


— 0%), 
also (4) riehtig. Aus (4) folgt wegen der für alle «>1 gültigen Identität 


> Dan AA hl): 


n=4 


> Hr S@) 
Iso, en 
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für s > 1- weiter 


(5) f(s) Disc ae E er na 


n=1l 


Es werde 
lim ‚sup _ a1 


gesetzt; für A—= ® ist die Behauptung des Satzes trivial. Es darf. 
also A=— x oder A endlich angenommen werden. 
I. Es si A=— x. Dann ist nach Annahme jedes © > O für 
allen > N= N(o) 
S(n)<-—on, 


also, wenn s>1 ist, 


fie 93 - Di Bes) 











N—-1i 
: | o(N—1) 
2:0 er (n + =) 5 = m ur el): NN 
N-1 
ni 
(s er 1)f(s) = (8 a 1) | 2 Son Ye m + > BL $ % u n 





weil die rechte Seite für s=1 den Limes — o® hat, ist also für 
1<s<1l+:(o) x 
Ele; 
d. h., wie behauptet, . | 
| lim sup (s — 1) f(s) = — ©. 
s=1l 
II. A sei endlich. Nach Annahme von d > 0 ist fürn > N=N(0) 


S(n)<(A+6)n, 
folglich, wenn s>1 ist, 





1) Übrigens ist in (5) f(s) durch eine absolut konvergente Reihe darge- 


stellt, da Er 


(4) 0(n® Joa) 








ist. 
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jo <dsin er ee Ho GB (n+ 2 


ee 


N n=N 














also, da das Produkt der rechten Seite mit s— 1 fürs—=1 den Limes 
ne lim snpfs- Die) < Ass 
ser 


limsup (s — 1)f(s) <A, 
N! 


was zu beweisen war. 

Von den vielen möglichen Verallgemeinerungen des letzten Satzes 
auf Fälle, in denen S(z) mit einer anderen Funktion als x, f(s) mit 
einer anderen Funktion als s— 1 in Verbindung gebracht wird, hebe. 
ich noch als für meine Zwecke wichtig hervor den 

Satz: Wenn E 
(3) NORD 

re " 


für s>1 konvergiert, ist 





. 1 . S(&) 
lim sup -/(s) <S lim sup — ud 
Sr Ber gr 
und x 
1° . 1 » . 5 e 
lim inf f(s) > lim inf u 
1 = © 
a ge 


Beweis: Es genügt wiederum, den ersten Teil zu beweisen, und 
zwar bloß für A< wo. Da der Leser jetzt hinreichend geübt ist, ziehe 
ich A=-—-o und — oo <A<coo zusammen und schließe unter 
Benutzung von (5) so weiter: B sei irgend eine Zahl > A. Für 
nZ2N=N(B) ist 

Sn) < Bir n? 
also, wenn s>1 ist, 


fi) Is) ar Be) En BD = Bere. > 


m AN: 


(6) ws Su (a (n + =) g® 96), 


n=2 
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\uhr lim g, (s) 
at 


existiert, also gewiß 





ast- Non ist für s> 1 


n+1l 
1 1 A du 5 
ro n-+ ir ER N " url merı 
N 
Ss Ss 
gr (n + 1)s+1 42 ns+i 
n+1 
du 
E. 1 en 
s(s > ) ust? 
N 
s(s+1) 
ns+? 
set, 


wenn 9,(s) (desgl. 9,(s), - - ) eine Funktion bezeichnet, deren Quotient 
durch log 2 für zu 1 abnehmendes s den Limes OÖ hat, so liefert 
die Relation 


well | 
BB; ® Mm = is ern) < s(s+ DS log n 
I] 


n=2 





die Folgerung 


De a) Dana 
log N (n a0 1% N: log N Ja ’ 
n=2 
n 1 1 
(7) log n ke 73 En) A c Dyrgr ’logn +96); 
n=2 n=2 


nun ıst für s>1 


8 


1 dur. 
N ’logn Zi u’log u ? 


na a 


1 
DI n = ae 2 Ei url u? 


n=2 - 
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1) 








also 


-[e en + 9508) 


-je% + 958) 


(s-1)log 2 


-c+ | dw + R0), 
(s-1) log 2 
also, da 


existiert, 


oo 


1 dw 
aa -[% +96) 


Mei TS 
— — log = — log 2) + 9.8) 
(8) — log — + 9(8)- 


Nach (6), (7) und (8) ist also 
END I _ 








1 RS © 
ER 085 —1 
d.h. 
( 
lim sup — 9" -<B, 
ee log - 
31 


also, da dies für alle D> A gilt, 
lim sup 9 <A. 


set loo et 
oO 
S 
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$ 32. 


Darstellung der Konvergenzabszisse einer Dirichletschen 
Reihe. 


Zu jeder zahlentheoretischen Funktion S(r), oder, was dasselbe 
besagt, zu jeder Funktion des stetigen Argumentes x, welche für 
2 < 1 Null und für g<x<g+1 (g=1 ganz) konstant ist, gehört 
eine bestimmte Dirichletsche Reihe 

Aller > = ? 
n=1 
für welche 
S@) Na, 
a! 


ist. Es braucht ja nur 
a,„= S(n)— S(n— 1) 


gesetzt zu werden. Die Dirichletsche Reihe braucht natürlich 
nirgends zu konvergieren. Falls aber | 


S(&) = O(a°) 
für irgend ein c ist, ist sicher ihr Grenzpunkt « < oo, da ja alsdann 
a,=S(n)—- S(n—]) 
e On‘), 


An i 
Yu we 0 =) 
Meran n 


ist. Übrigens ist alsdann «<c, d.h. f(s) für s>c konvergent, wie aus 





w 


> > Sn) — oe 1) 


- 1 1 sw—ı1) ,. Ss) 
= BElole ce) rn, 


Sr) ee) 
hervorgeht. | 


Umgekehrt: Falls für irgend ein s, 


(1) (=D. 


n=1 








wegen 


19» VII. Fundamentaleigenschaften der Dirichletschen Reihen. 








konvergiert, ist im Falle s, < 0 
| Ss) = Oo), 
ım Falle s, > 0 


lim = =), 
n=» N” 
a, = O(n®), 
S() = 0m“ 
ne 
>. Os 


jedenfalls also 


St2)= 02%: 
Übrigens läßt sich aus der Konvergenz von (1), wo s, > 0 ist, schärfer 


S(x) = O(a%) 
herleiten: Wenn 


k(&) DIE 


PR N 


gesetzt wird, ist für > 1 
S(z) = a, 
n=1 


EICH in) — Rn — 1))n*% 


n=t 


= IRln)(me — (n + 2%) + Rla)llal + Di 


— 0 (m + Dr — n*) + O(@%) 


n=1 
= O2): 
Wenn y die untere Grenze der c ist, für welche 
| Sa) = 0«‘) 


ist, mit anderen Worten, wenn 


ist, so haben wir also festgestellt, daß erstens 


a<y 





1) Daß log 0 sinnlos bzw. — „ist, stört bei dieser Definition von y nicht. 
Falls stets $(z) = 0 ist (natürlich nicht nur dann), wäre eben „= — x. 
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ist und zweitens EM 0), 
und damit insbesondere im Falle «>0 den 
Satz: Wenn der Konvergenzpunkt « von 


: a 2 
f(s) 2 m’ 
n=1 
>0 ist, so ist 
DT, log | S(«&) 
= Pur a: 


Es genügt, hierbei x ganzzahlig wachsen zu lassen, da 
| log [x] » log « 
ıst. 
Diese Formel ist also z. B. stets dann gültig, wenn 


lim S(&) 


2=00 


(0) -3 a, 


nicht existiert, d. h. 
divergiert. 
Beispiele: 1. Für 


at 


n 


ist bei jedem x > O 


also | 
. _log|S(a) | . Jog| 
um Pe Sr log [®] 
er loR.% Bar slOr 
SS 
=]. 
2. Für 


a,= (-1)"t!n 
ist, wie im vorigen Paragraphen ausgerechnet wurde, 
Sm —1l)=m, 


| S2m)=—m, 
also bei jedem x > 0 
| sa -(- FF], 
Sa)» - 
lim log | S(@) | -1, 
BERNER 
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WB) 
>) 
ns 
17 


a, (- dert 
ıst 


S2m—1l=1, 


S(2m)=0, 
also 
log | S(@)| [= O9 für ungerades >35, 
lege (= — x für gerades 2 >2, 
d.an, 
lim sup = =.0, 
rl) 


Im Konvergenzbereiche braucht eine Dirichletsche Reihe nicht 
absolut zu konvergieren; andererseits ist klar, daß eine für s, absolut 
konvergente Dirichletsche Reihe für s >s, absolut konvergiert, da ja 


en N 
Br. x 


n no | 


ist. Also gibt es zu jeder Dirichletschen Reihe ein ß derart, daß 
die Summe der absoluten Beträge für s<ß divergiert, für s>ß 


konvergiert; hierbei sind die beiden extremen Fälle = — oo und 
B=+ ® einzubeziehen. Offenbar ist stets : 
«a<ß<e+l; 


denn eine für.s, konvergente Reihe ist für s>s,+ 1 wegen 


absolut konvergent. - 
Nach dem bewiesenen Satze ergibt sich unmittelbar, daß im 


Falle > 0 s 
log >| a, 
ß = lim sup — en = 


ist; jener Satz braucht ja nur auf die Dirichletsche Reihe 


oo 
Ya 
mn” 


| 


angewendet zu werden. 
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Bei einer Dirichletschen Reihe folgen also von links nach rechts 
eine Strecke mit Divergenz, eine Strecke bedingter Konvergenz und 
eine Strecke absoluter Konvergenz aufeinander. Die mittlere ist, wenn 
sie nicht ganz zusammengeschrumpft ist, von positiver endlicher Länge 
< 1; auch jede der beiden äußeren (unendlichen) Strecken braucht 
nicht vorhanden zu sein. 

Beispiele: 1. «= ß = — x bei 

1: 


y! 
> n” 





2.— oo <a=Bß bei 


we=1, ß=-1 ist. 


3. —- oo <a<Pß bei 


(— Bien 1 
De 


wwe 0 B=-1 ist. 
ar =B— 00 bei 


Neuntes Kapitel. 


Untersuchung einiger spezieller Dirichletscher Reihen. 


S 33. 
Die zur Funktion w(x) gehörige Reihe. 


Ich verstehe unter »(z) unsere frühere Funktion 


Dlogp 


p<x 


und setze von jetzt an dauernd für ganze n>1 
vln) - vn — 1) = Aln 
ER ") un) = A) 


"A(n)=0 für n=1 und alle n>1, die nicht Primzahlpotenzen sind, 
A(n) = logp für n= p", m 21. 
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Zur summatorischen Funktion d(x) gehört die Dirichletsche Reihe 
A = Aln 
(1) > | ’ 

nl 


h 1) 4 
welche wegen Am) <lopn 


für s> 1 konvergiert. 

Wir werden nun finden, daß die Reihe (1) in engem Zusammen- 
hange mit der Zetafunktion steht, und beweisen zu diesem Zweck zu- 
nächst den 

Satz: Für s>1 ıst 





Beweis: Die Konvergenz des unendlichen Produktes steht fest, da 
> 
r, 
p 
als Teilreihe von &(s) konvergiert. Nun ist für s>1 


1 1 1 
IT... -Ile+h+h+) 
=. ER p »=% 
— 4 
=> m’ 
n=1 
wo n in &’ alle Zahlen durchläuft, deren Primfaktoren sämtlich < x 
sind. Da zu diesen alle Zahlen <x gehören, ist 


x 


x oo 
ar nit | 
S Fr Aa es > 9 
<< } 2 


el n=1 n=x+1 
i % 
o<]J | EN 
= 1 Lu n° 
D=X% rg n=1 
x 
DIN 
5 n° 
n=c-+1 
oo 
>'- 
= m’? 
n=x+1 





1) Von dem Satz (x) = O(x) des ersten Teils mache ich hier absichtlich 
keinen Gebrauch. 
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also 





222: 1 — n= 
pP 
x 
1 1 f 1 
lim —— = lim > 7 
X = 00 p<z 1 — - z=0o0 n=1 
pP 
oo 
1 
n=1 


Satz: Für => leist 


_EO_ SA), 
&(s) =, n” 
Beweis: Für -1<u<1l ist 


ee en 
also, da für s>1 und jede Primzahl » 


1 
1. 
0< 7° a; 
ist, 
1 171 103 
1 ae 3 nm ps 2 p2s 3 p3s 
p 
00 
in 
Ei mp8 
zeir I 
e , 
oo 
1 
<ump"s 


hen, 


| 
Er In pm 


Pr | 
—=eP - 


wo die Doppelreihe mit positiven Gliedern im Exponenten beliebig 


geordnet werden, z. B. so als Dirichletsche Reihe geschrieben wer- 
den kann: 


oo 


>> 1 > En | 
_ —— _ e, 
mp" n’ 

p,m n=1 
wo 

1 
Be ur nen 
N Mm Big 


ada.=0( sonst 
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log &(s) = Si, 
A 


folglich, da nach $ 30 gliedweises Differentiieren einer Dirichletschen 
Reihe im Konvergenzbereich (hier also gewiß für s > 1) gestattet ist, 


20) 1a, logn. 
de 








ıst. iR ıst a 


n=1 
Nun ist a 
a„logn = — log (p") = logp für n—p", 
a,logn = 0 sonst, 
also stets 


a,logn = A(n); 


ee) > log p 
&(s) 99% , 
p,'n 
_ Sta. 
EN n’ 
| 


dadurch erhalten wir 


$ 34. 


58) 
25) 
und »%). 


Über &(s) ist uns aus $ 31 schon bekannt, daß für zu 1 ab- 
nehmendes s 


) lim (s — 1) £() — 
za! 
ist; ich behaupte — hier, wie meist! für zu 1 abnehmendes s („Limes 
von rechts“) — den 
ge lim (DE) — 1 


Hilfssätze über Z’(s) und mit Anwendungen auf w(x) 


. 


Beweis: Für s>1 ist 


= - Zr 


N 





1) Wenn nichts anderes gesagt ist. 
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Die Funktion 
log u 
u? 


nimmt bei festem s>1 für «> e mit wachsendem « monoton ab, da 








ET SE | slog u 
du u’ ur! ur! 
für 
1 
u>e’ 


negativ ist. Folglich ist 








oo 


log’2. :log‘3 log u 
<Err 4 il: Ed, 












































log n 3 
> n” 
25 log 2 log u 
>34 [sten 
3 
‘wegen 
log u 1 logu 1 [ du 
esrau PR a # a 
De N a ER 
re ern (s — 1)? wet? 
"log u arbrnlön. 3 1 1 
/ Bu ar BES a5 en 1)? er 
3 
ist also 
| © 
log n 1 T log 2 log 3 ir log 3 
| Der ya <e tg tiger 
n=2 
| 5 | 
28 n 1 log2 _ log3 log 3 
a n°’ Feng < (1% 98 = + N 
| N1=2 
x log n 1 
a 2 DABAD dig 
im (0-1 Zt 4) =0, 
n=2 
| 1 
lim (s — 1)? > Be 
a N 
n=2 
lim(s— 18 ()=-1. 
s=1 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 
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Hieraus in Verbindung mit (1) ergibt sich 
lim (s — yerE B EN’) 


4 TORRENT, 
Der] 


3 S FAN 
I 


a! 


? 


also nach dem zweiten Satz des $ 31 


lim int % 9 <q, 
wie in $$ 24—25 auf anderem Wege bewiesen wurde Hier kommt 
es weniger künstlich heraus. 
Die entsprechenden Relationen für (x) ergeben sich direkt aus 
der zugehörigen Dirichletschen Reihe 


Ss 
2° 


p 
Es ist 


oo 


San ZH DIR, 


n=ıl m=2 


also, da die Doppelsumme wegen 


N logp > PL; log ar 1log k k 
2; ms = Ks 


m=2 =] 


log k 
Sau 


k=1 





eine für s> 5 konvergente Dirichletsche Reihe 
> 
n’ 
n=1l 
darstellt und infolgedessen für s= 1 einen Limes hat, 


9 loc 
] OR Er 
vn, 5 2 p' I 


pP 
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folglich nach $ 31 
— %) 


imsupp — >1 
und ne 
lim inf — u@ u 12 
S’3D, 


Der Eindeutigkeitssatz der Dirichletschen Reihen. 


Auch die Quelle der grundlegenden Identität des $ 17 
Te Ze) 
n=1l 
wird hier ersichtlich. 


Zu T(x) gehört die Dirichletsche Reihe 


[e,°} 


Dr ER 2% (s). 


N 





Nun ist identisch für s>1 
Dee, 7 
& (S) Ep, es) - 668), 


3 28 N SL (m). 


Tel ML 
x A(k) x 1 
Kl i=1 


Beim Ausmultiplizieren zweier absolut konvergenter Dirichlet- 
scher Reihen 


oo 


> € LA Fire SE 
n n° u P: 


ni n=1 B=l H=18 


entsteht bei folgender Anordnung wieder eine Dirichletsche Reihe: 


1) 
"In 
rm’? 
N 
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wo alle Zahlenpaare k,l zusammengefaßt sind, deren Produkt » ist”): 


In —- aß, 


Kin 


— Na,ß, 


kin j* 


— Na, Bı- 


in 7 


Im vorliegenden Fall werde 


gesetzt; dann ist 
(2) logn = I A(k)-1 
kin 
e In: 
wie direkt festgestellt werden kann?, aber aus dem nächsten Satz 
ohne direkte Verifikation folgt. Also ist 


T(&) = Ilogn 
n=l 
— I A(k) { ik, 
kisx 


wo über alle Paare positiver ganzer Zahlen k, l zu summieren ist, 
deren Produkt <x ist. Das bedeutet, wenn zuerst nach k, dann nach 


! summiert wird, E 


T(«) - 21 4 (k) 


KH 


nz 





1) Das Zeichen k|n bedeutet, daß %k alle Teiler von n durchläuft. 
2) Für n —p" .. 259 ist nämlich 
>D4%=(logp,+:+logp,) (A, Glieder } + +(ogp,+: +logp,) {R, Glieder) 
km 
nn logp, +... +A,10gP, 


—=logn. 
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Wenn übrigens in umgekehrter Reihenfolge summiert wird, so 
ergibt sich ein anderer Satz, den wir aus $ 17 auch schon kennen: 


T(«) -I4 (k) 21 


Dale 
E> logp| „| +2 len; 2 
-Zwell+lil+-) 


Um nun ohne jene direkte Verifikation von (1) auf (2) schließen 
zu können, beweise ich folgenden allgemeinen 


Satz: Wenn für s>s, 


an Tb, 
> n” - 2 n” 
n=1 n=1l 
ıst, so ıst 
a=b, 
d, = b3, 
allgemein 
a,=b, 


Aus diesem Satz folgt offenbar das Obige, da nach (1) fürs >1 


® © D'A(k) 
logn Tin 
m? Er n® 
ML »=1 
ist. 
Beweis: Wenn 
A, — b, en 


gesetzt wird, so ist zu beweisen: Aus 
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für s>s, folgt 


Es sei dies nicht wahr, sondern zuerst 


CN = 0, 
also ım Falle N>1 noch 
= rl. 
Dann ist für alle s>s, 
oo 
INS Te 
IN n’ 
n=N+1 


Wegen der Konvergenz von 


ist 
wo A von n unabhängig ist, also für s>s, +2 


DI 





In=N+1 n=N+1 
© 
1 
790-1 
n=N+1 
oo 
<Aaf du 
| 
® uU i 
N 
A 1 


also wäre für s>s,+2 





also, da man sich s beliebig groß denken darf, 


cn>= Ö y 
gegen die Annahme. 
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MER 











Ss 36. 
- ; - i er 
Die Reihe für logö(s) mit Anwendung auf x(x) und 3 Pr 


pyp<s® 


Zur Funktion x(z) gehört folgende Dirichletsche Reihe: 


>y zn) — an — 1) Ir I 
n° 2 ps 
n 





n=1 
Die hängt mit der Zetafunktion auch eng zusammen. Es ist für s>1 


nach $ 33 
| 1 
log &(s) => mpms 


pP, m 


"2; ps DI mpms ? 
also u 
@) >= 10 80) IS 


p 


wo die Doppelsumme rechts eine für s> „> konvergente und insbe- 
sondere für s=1 nach rechts stetige Dirichletsche Reihe darstellt. Da 


in (s —- 1)&(s)=1 
s=1 
ist, ist 


lim (log (s— 1) + log &s)) — 
sS=1 


also a fortiori 





lim (14 6) 9 


ee 
i log&(s) 
IIEnWBE 


a T. 

St 
rn 
lım en — ] 
sel log Fr 
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Nach dem dritten Satz des $ 31 ist also 


lim sup ee -—]1, 
log & 
lım inf ni =1 
U Toge 


Ich benutze die obige Formel (1), um in der früheren Relation 


(vgl. $ 28) De = —=loglege + Bb+ ngz) 


p<z 





die Konstante 


z=x 


b—= Hi > — log log e) 


DER 


zu bestimmen, d. h. durch eine gewisse unendliche Reihe auszudrücken. 
Es ist, wenn &,(s), &(8),:: - Funktionen bezeichnen, die für zu 1 ab- 
nehmendes s den Limes O haben, 


26 log&(s) Da H &,(8) E 


m=2 2» 


(2) En BIT ER) 


Mm=eR 





Andererseits ist fürs >1,n>2 


n+1 n+1 





1. am ( 1 1 ) N 
ns logn wlogu ,„) \nslogn wlogu RT 
n N 
n+1 N 
d 1 
-faufi, ae dv 
n+l n 
8 1 
(auf © rigen re ad, 
N u 
n+i 
| 
1 du 1 
Fir; —/; slogu = Men En n?log’n ’ 
n 
also für 1<s<2 F a; 
De _ du ) 
d \nslogen us log u 
n= 


n 


$ 36. Die Reihe für log &(s) mit Anwenduyg auf (x) und > 7 137 














p<sx 
gleichmäßig konvergent, d. h. für zu 1 abnehmendes s 
\ © = n+1 \ 
: 1 du " du 
lim ET alarm lo ne RT, 
= \ mlogn , wlogu s=ı- Wi logen wlogu 
- > 
0 n+1 
Pr ( 1 f du ) 
ne che, 
ey; gn - ulog u 
x n+1 
1 du 
— lim to LparTer 
zu u \nlogn u log u 
N 
R.2 [zJ+1 N 
-lim| I, a 
oo \ eu nlogn u log u 
öl AnN=2 2 / 


4 


em >ar du 
ni N log n ni. U log u 
5 d 
lım fe -f E 
s=1s us log u wlog u 


N 


1; > Y le % Kl du 
Er ns En n Jw le 1759 Bol ion n log n u log u 
a Su} AR ® £ 
x ; 
— lim > _ 2. _ Jog log 
wi ’nlogn Er 
(3) = 


wo diese Konstante D zum Schluß noch herausfallen wird. 
Ferner ıst für s>1 


folglich, wenn 





addiert wird, 


oo oo 
‘s 
du edv 
N us log u eV 
e y 
oo 
e?@-)gv 
= v 


Al 


er]: w, 
> w 
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nun ıist® die Eulersche Konstante 


4 e”dw 1 
of) 
h 





u Iw 
al ea 
s—1l 
folglich 
end 1 
(4) I Sg Ole 


e 


Nach (3) und (4) ergibt sich 


= 1 
Dir logn log, ERENE D-04360) 


n=2 


also in Verbindung mit (2) 


8) PIE Se legen II mpm -D+rtt+s (). 
r F 


n=2 m=2 


Wenn die linke Seite als eine einzige Dirichletsche Reihe angesehen 
wird, ist dieselbe wegen der Relation des $ 28 


>, — logloge + B+o(l) 


»p=SX 


1) Wenn nämlich C als 


lim Br — Ixe) 


ER nei 
definiert wird, so setze ich aus der Theorie der Gammafunktion voraus, daß 
— C=T“() 
oo 
= fe vlogwdw 
0 


ist. Nun ist für A>0 


00 


fe » log wdw= elogh + dw 
h h 2 
oo 
— (e7% — 1) log h -H Je d a log 1 ; b) 
’ w h 


ı 


und das erste Glied rechts hat für zu Null abnehmendes Ah den Limes 0. 


$ 36. Die Reihe für log &(s) mit Anwendung auf (x) und NE: 2739 


p<x 














und der Relation 


x 


| 
ae —logloge +D-+o(l) 


für s— 1 konvergent und — B— D; daher folet aus (5) 


rn N A 
Dr daß, Im re 
(6) | Zypries logx + B+ Öl) 
) BoD 34, 
ist. n=2 p 
Wegen E 
ee mpm DE 
urn »>em- 
EN 
= rw—i) 
a 0 >; ns x 
-o(‘) 
E ker .) 


ıst offenbar mit (6) und (7) die Relation 


Ent E_ log logx + C+ Ole -) 


psz m=l 
bewiesen; aus ihr ergibt sich weiter 


— log (1 -,)- logloge + C+ I: -)» 


p=sxX 


} 1 
1 -(loglogx+C) O pr 
IlG-;)- bes: 


- ll + 0er) 


On) 


log.x 





log? x 
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in erster Annäherung 
C 


IIG —)> BT 


p iR 


Jehntes Kapitel. 


Über die Unbestimmtheitsgrenzen des Produktes 


IL 


log? x (x du )- 
I 246 ) ers log u 





Ss 37. 
Erläuterung des Problems und Erledigung des Falles y=2. 
Wegen ie 
logx f du 
im ze ar 
er log u 


(vgl. $ 4, (1)) lautet das in $$ 24—25 und nochmals in $ 36 erzielte 
Resultat 


a inf - N we ER I 


lim sup - ee oe Ba 


x=0x0 


ar (, (@) ar a So, 
| am sup ® nn e(r (x) fi ;)20 = 


Diese Tatsache, daß 0 dem Intervall der Unbestimmtheitsgrenzen an- 
gehört (also insbesondere, daß der Limes, wenn vorhanden, = 0 ist), 
will ich jetzt für jedes konstante g beim Produkt 


vita (m > J Ir 


auch so: 








nachweisen, d. h. den 
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Satz: 


x 
I ; d 
lim inf 3X (x (x) — 1) vd, 
4 log u) = 


x =600 





x 


lim sup &® — (m (2) — EE En) ZA 


Vorbemerkungen: Für q e l wäre es wegen 


x(x) — Gl) 


nichts Neues, da alsdann der Limes des Produktes O ist. 

Es soll also bewiesen werden, daß für jedes g>1 und jedes 
d > jenseits jeder Schranke & ein =, (q, 6, &) gefunden werden 
kann, für das 


Q) (x) u er 


ist, und auch ein @=2,(4,6,&) >, für das 


(2) (x) <f FL — 


log FR, 1x 








ist. 

Übrigens sind natürlich dann auch (1) und-(2) jenseits jeder 
Stelle & gleichzeitig erfüllbar; denn, da die Berkhon (2) nur Sprünge 
von der Länge | 

1=o0 a: z) 


macht, so kann sie nur dann immer wieder einmal größer als die 
rechte Seite von (1) und immer wieder einmal kleiner als die rechte 
Seite von (2) sein, wenn sie immer wieder einmal zwischen beiden 
rechten Seiten liegt. 

Wegen der Schwierigkeit des Beweises will ich in diesem Para- 
graphen den Fall g=2 vorausschieken; alsdann braucht der Satz 
natürlich nur für jedes ganze g > 2 bewiesen zu werden, da aus seiner 
Gültigkeit für ein q seine Richtigkeit für jedes kleinere g folgt. 

1. Es soll bewiesen werden, daß immer wieder einmal 


% 





(0) < log u =r log? x 


" . er 


log? x 
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ist. Das sei nicht wahr. Dann wäre von einer gewissen Stelle an 
dauernd 


bar = 


1 2 05582 
Kr u. 2l00°8 





also von einer gewissen Stelle an 


o 1 dx 
nl) > I jogn + Hiogtz' 
. n=2 
Es ist für s>1 infolge $ 35 


1 "25 log p HD, in 


Vi 





wo 


für s> + konvergiert. 
Wird 
a(n)— a(n—1)=a, 


gesetzt, so ist daher für s>1 


Sal EN "I 


n=2 





RES 
&(s) n® ? 
1 
; x LINIE RE] — es 
(8) Den) me oa 
N=2 n=1 


Ich behaupte, daß die rechte Seite von (3) für s—=1 einen Limes 


hat, d. h. daß 20) 
lim ( Ef) +86 (s)) 
existiert. Wegen 


ee) YO +K- DER) 
Tore lee DE 


brauche ich mit Rücksicht auf 
lim(s— 1)&(s)=1 
Set 
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nur zu beweisen, daß 





(4) Im s =D +E—- DES) 
existiert. 
Nach dem Schluß des $ 30 existiert 
ed ’ / 
$ imzle- 19) -Im(e-DEW+ER) 
und auch” der Grenzwert des in der Form : auftretenden Quotienten 
S—- VE —I : 1 > 
nn) - 


daher existiert wegen 


ee 


s—1l 





der Grenzwert 


(6) lim ((s - DE) 89), 
St 


folglich durch Addition der Ausdrücke (5) und (6) der Grenzwert (4). 
Es ist also bewiesen, daß die rechte Seite von (3) fürs=1 einen 
Limes hat. Dasselbe gilt also von der linken Seite. Diese läßt sich, 


x 


I ion) = Ro 


W=2 


gesetzt, auch so schreiben: 


> (Bin) — 
n=% 


Also existiert 





ee 2) 





© . — logn E log (n +1) 
(7) BR ( n’ (n + 1)° ) 
Es sei nun — dies war die ad absurdum zu führende Annahme — 
für alle x > N (wo N ganz ist) 
Bla) 41 BR, R 





1) In der Tat ist für das h(s) am Ende des $ 30, welches u. a. im Punkte 
s—=1 den Wert 1 hat und für s>1 gleich (s — 1)£$(s) ist, 
BR Er EI Gh 
s=1l —1 
vorhanden. 
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N sei >3 gewählt, für n> N stets die Klammer in (7) FE 
tiv seı.U Dann ist Ä 


Dre 1) (8, N eu H2)> - Da = (Er — ) 




















n=N n=N 
FEAg log n N n—1 )+$ N—1logN 
er N n“ Ie* n kg’m—1) 2 N’log’(N — 1) 
n=N 
Nun ist h 
Er n—1) Er (a) du 
log’n log(n—ı) ,J du \log!u) 
n—1l 
1 2 
Na mar log? -) du 
n—1l 
h 2 
a} 
= ogu du, 
Re - log? u 


also bei jedem na > N, wenn N > e*+ 1 ist (was angenommen werden 

















darf), 
du 
>: fi u 
n—i 
>; 2 Er m? 
folglich Br 
log n log(n +1) 1 
(8) Ira n)( st, )> ED er 
n=N 
Wenn s zu 1 abnimmt, wächst aber die rechte Seite von (8) — im 
Widerspruch zu der Rriskenz von (7) — über alle Grenzen; denn 
nach Annahme von @ ist für passendes & 
Den log n >6, 
j n=N 
1) In der Tat ist 
d lgu 1 slog u 
du u? ed Ba BrES 


<o 


1 
für u > e*, also gewiß für u > e, was auch das s>1 sei. 





$ 38. Helfssatz aus der Differentialrechnung. 145 





also wegen 


x x 
1 1 
> n’ log n Be n’ log n 
n=N My; 


[,} 


x 
., N] 1 : > ih 
az n’ log n = a - n’ log n 
Nn= 


n=N 
= 
2. Aus 
> x 
du öx 
ws ee. te ©) 


kommt der Widerspruch ganz ebenso heraus, da von einer gewissen 
Stelle an 


In 
Ein) <— gjogin 
wäre. 
Damit ist im Spezialfalle = 2 der Satz bewiesen. 


S 38. 
Hilfssatz aus der Differentialrechnung. 


Für den allgemeinen Beweis brauche ich den 
Satz: Es sei h(s) für s>O definiert und beliebig oft 
differentiierbar; wenn für s>1 


g(s s) _AhQ—hü) ) 


Dt 
gesetzt wird, so ist für zu 1 abnehmendes s bei jedem v >0 
lim 9") (s) 
s=1 
vorhanden. 


Beweis: Für s>1 ist nach dem Taylorschen Satz mit Rest- 
glied (v + 2)ter Ordnung 


(1) He) al) +++) + VO), 





wo 
u) - + AS-1) <<) 


ist; für s> 0 ist die durch (1) definierte Funktion %(s) beliebig oft 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 10 


Be Er no EZ 


e | 
146 X. Über die Unbestimmtheitsgrenzen des Produktes nt (=(@) — -f rk 
2 








arsrenterha Di Be I s Taylorschil Satzes mit Rest- 
glied (v + 1)ter Ordnung auf h’(s) ergibt 


h’(9) = RD) +”) + + Ener) +), 
wo das Restglied ı%’(s) die Ableitung des alten Restgliedes Y(s) sein 


muß und zwar 


(= + 9C-1) (<A<1) 


ist; die Mi auf h”(s) mit Restglied vter Ordnung liefert 
HAN ++ MR) + DR, 


wo 
(ZH + 96-1) (<9,<1) 
ist, usf. bis zu 


Ns) = hol) + = nP+D(1) + pe), 


u) - "Un +D(L + 9,6- 1) ((<9,<1) 
ist. 


Nun 5 Tür 8 1 
h( — hl) 

aN(s)= - ba 
I (8) ds” ( al 2 


u W (1) an at) I . het Y(1) + =). 





Hierin ist 


lim ln 1)+ ar (1) + + 10+3(1)) = ne 


in dem allgemeinen Are der rechten Seite von 
a (ve) 5 ae 
ds” >) - u” (8) a -( )w : (8); Es - 1)2 Tage (= 1) ve)sZıy zT 1 


ist weeen 
oO 














a9) (8) re 5 (+2) e=(0,:.--,v | 
ae Teer 4 0. = 0,<1) 
pe) | 
= EEE AN % 
daher ist - dp 
ION GE 
im () = 
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an lim g®() 
s=1l 





hr+D(d) 
v+1 ) 


vorhanden (und — 


8 39. 
Erledigung des allgemeinen Falls. 
Aus der für s>1 gültigen Gleichung $ 37, (3) 


oo 
DS + 


1 \logn _ -% S 
> (q, log .) En, 
folgt für s>1 und jedes ganze g>2 durch (g— 2)maliges Diffe- 


n=23 
rentilieren: 


© Deo) 


wo die letzte Reihe rechts für s > $ konvergiert, also bei Abnahme 
von s zu 1 einen Limes ee Ich behaupte, daß auch 


2 lim dst=: 3 +20) 


existiert; wegen 




















eo) _YEO+K—-NER 
6) DE) 


und mit Rücksicht darauf, daß im $ 30 für jedes » die Existenz von 
d’ | 
Si ds” (8 Sr 1)&(9) 
festgestellt war, habe ich also nur noch zu beweisen, daß für jedes v 


lim (8 — DE(s) + (6 — DES) 
ei! 


. existiert. 
Es ist 


g- Der E-YDEH)=-LC- YES) HERD + e- DE —1} Le) 
- (6 -DE@) + (6 DO -1)80). 
Ich habe also nur für jedes » die Existenz von 
| lim 7gr(1( (s— DES — 1)£6) 


zu beweisen. 
10* 
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we 
(e- DE -1)E 9) (0 — 


ist nur zu beweisen, dab 


(3) lim 7, le ()-) 
existiert. 


Dies folgt aus dem Satz des $ 38, wenn er auf die Funktion 
h(s) vom Ende des $ 30 angewendet wird, welche u.a. für s>1 


—(s - 1)8(s) 


war und für s= 1 den Wert 1 hat, sowie eben die Voraussetzungen 
jenes Satzes erfüllt. Wegen 





4) - DER) 





9(5) = re. 





existiert also der Grenzwert (3) und mithin der Grenzwert (2). 
Nach (1) existiert daher für jedes qg > 2 


(4) Bu D ( s£ En a) _— * make > I ( n( 2 en er 2) ; 


n=2% 








Wäre nun für alle hinreichend großen x 


du Öx 


z(x) > Du er 


bzw. 


du 
x(®) he Be 


so wäre für alle ganzen n> N 


(5) Rn) >5 2 Bar N 
bzw. 
(6) _ O 


5 log? n? 
N sei > e2=! gewählt, damit für s>1,n>N stets 


log!"!n log?"!(n -+1) 
n” (n + 1)° 





Bu! 





: also gewiß bei allen s>1 für 


Be 
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sei). Dann wäre also sowohl im Falle (5) als auch im Falle (6) 


— log? "'n log? ""(n +1) ) In log? "Im +1) 
DR) en) > I: N a a Li 
n=N 


pr ent 3 ö(N—1)log’"'N 
2 . n’ Kr log? (n — 2 N log’ (N — ı) 
n= 


Nun ist, wenn N überdies > e?? + 1 angenommen wird, frru> N—1 


log u 

















EN 
2» 
also 


N 


| N (rn — 1) f; Be 
— — | —— —— du 
log!n log?(m—1) en log? u 























Be 0 
2 q 
ne log? u 
1 _— 
2 log” n 
— log? w gi (nr +1) 2 DR 1 
ment 
| >> (m) n" se +2 | 7 2 log?n 
N=N. EN! 
Er nrlogn’ 
NN 
was wegen der Divergenz von 
22 re 
n logn 
n=2 





1) In der Tat ist 
d log" "tu _ (a —D log?"?u slogt'u 
du u us+tt : sr 


<o0 


q—1 


RI, 








für 





Br eh E. 


) 


1 N N SE =” 9 


A e Ir ER Be 10g2 x A du 
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mit der Existenz des Grenzwertes auf der rechten Seite von GC in 
Widerspruch steht. 

Damit ist der Satz des $ 37 allgemein bewiesen, und dt sind 
auch die wichtigen Folgerungen begründet, welche in 2 4 daraus ge- 
zogen sind: 

1. Wenn in 


(2) = Er 
lim A(«) 
existiert, so ist % 
lim’ Af2)=1. 
2. Es ist für Ne ganze qg > 1 


g—1)!x 
nn sup ® (70) - Fr: en Ge >:% 


lim inf 9E 108g = (# (@) (st re E ))<0. 


log x log?x 





Dritter Teil. 


Anwendung der Elemente der Theorie der Funktionen 
komplexer Variabeln. 


Elftes Kapitel. 


Eigenschaften der Zetafunktion. 


Ss 40. 
Einführung der Zetafunktion. 

Ich erinnere zunächst an einen grundlegenden, von Weierstraß 
herrührenden und z. B. ganz schnell mit Hilfe des Cauchyschen In- 
tegralsatzes beweisbaren 

Satz: Wenn 


AO)E On A OR 


unendlich viele im Kreise s— s,|<r reguläre analytische 
Funktionen der komplexen Variablen s sind und 


2.0) = fie 


für s—s,|<r gleichmäßig konvergiert, so ist f(s) dort eine 
reguläre analytische Funktion, also gewiß beliebig oft dif- 
ferentiierbar; ferner ist dort für jedes v=1,2, --- 


[6,6] oo 
Sn > (”) 
er 2 (8) 
wel Tu 
Dieser Satz liefert insbesondere: Wenn die Voraussetzung der 
gleichmäßigen Konvergenz in einer gewissen kreisförmigen Umgebung 





konvergent und 


1) Ein solcher Beweis steht z. B. bei H. Burkhardt, Einführung in die 
Theorie der analytischen Funktionen einer komplexen Veränder- 
- lichen, 3..Aufl., Leipzig (Veit; 1908), S. 161—163. 
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jedes Punktes eines zusammenhängenden Bereiches, in dem die f,(s) 
als regulär vorausgesetzt werden (z. B. einer Halbebene) erfüllt ist, 
so ist f(s) in jenem Bereiche SEN und dort 


BUCH Ip”) 


Die komplexe Variable s setze ich stets = 6 + ti, d. h. ich ver- 
stehe unter 6 ihren reellen Teil. 
Als erste Anwendung des Satzes betrachte ich die Funktionen- 


folge: Air 
le) Tine Anz 2,08 


wo ich unter n’ die ganze transzendente Funktion e’!°8” verstehe, in 
der logn den reellen Wert des Logarithmus bezeichnet. f,(s) ist 
dann auch eine ganze transzendente Funktion, also gewiß für jedes » 
in jedem Bereiche regulär. Es ist 

m Imern] 


2a | ‚elogn (+ ti) | 


a elogn- 0 
= N”, 
also 
oo 
Ü) 2 
Zu nt 
Mal 


fürd © >1 En konvergent; für >1-+6, wo 8>0 fest ist, 
ist bei allen »a=1,2,:--- 


also (1) gleichmäßig konvergent. (1) definiert also eine fürre>1+6 
reguläre, d. h, dad >00 beliebig war, eine für o >1 reguläre Funk- 
tion von s, welche mit &(s) bezeichnet werden möge. Die Zetafunk- 
tion ist also in der Halbebene 6 >1 durch die Reihe 





definiert, und es ist ebenda 
)-(-1) >8 ne 


1) Diese Schreibweise 6 > 1 bedeutet also: In der Halbebene R(s) > 1. 
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da ja 
Ki 4 = d e s10gR 
ds nS ds 
au es108 n (— log n) 
Zr 10ER 
vr a 
1st. 
8 4l. 


Produktdarstellung der Zetafunktion mit Folgerungen. 
Wir hatten schon in $ 33 für s>1 die Identität 


6,0) 


a: 
De 5) 
n=1 
1 
@) I 
p ps 
Satz: Die Identität (1) gilt für 0 >1. 
Beweis: Zunächst ist für 6 >1 die Konvergenz des unendlichen 
Produktes gegen einen von Null verschiedenen Wert klar, da wegen 





ErIR, 


Wi p 


>’ -. 
v 


2p 


die Reihe 


absolut konvergiert und kein Glied = den Wert 1 hat. 


Wegen 


ist 





also wegen der absoluten Konvergenz dieser Reihe und wegen der 
für n, >0,n,>0 offenbar gültigen Relation 


nn, = (N, Ng)' 
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I = -H se 

















p<a 1 pi  p=@ 
en 
=> n®? 
| 
wo n alle Zahlen durchläuft, deren Primfaktoren sämtlich <z sind. 
Daher ist ® 
1 De 
mn” m”? 
22 I n=1 n=x+1 
x oo 
1 Se 1 
| 1: n® < Da 
PpZEX ee, ni n=x+1 
x 
i 1 1 
lim I — — >—)=0, 
at D<Xx Ir = n=1 r 
\ =, Fg m 
oo 
en. 
ern N 
p rg DL 


= 109) 
Dieser Satz lehrt insbesondere, daß &(s) in der Halbebene 6 > 1 
keine Nullstelle hat. 


Wie in $ 353 für s>1 beweise ich jetzt allgemeiner den 
Satz: Es ıst für o >! 


_5@ _ \logr 
&(s) - > Ye 


en m 


54 A 2. 


Wegen der absoluten a kommt es bei D auf die 
Reihenfolge der Glieder nicht an. a 
Beweis: Für |u <1 ist 
1 ut st ++ 
1—u 2 


also für alle Primzahlen p und o>1 
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folglich nach dem vorigen Satz für co >1 
1 

ol 

p Br 


oo 


SEN 


— m pt 
ee 2 mi 


Ss 
ER 
wo die Doppelreihe im Exponenten absolut konvergiert (da die Reihe 
der absoluten Beträge dieselbe Reihe für die reelle Variable o ist), 
also beliebig geordnet werden kann. Die Reihe im Exponenten kann 
z. B. nach wachsendem »” geordnet werden; dann ist sie eine einfach 


unendliche Reihe, nämlich 


An) 
logn: n* 


n=2 


die für o>1-+06(6>0) gleichmäßig konvergiert (weil ihre Glieder 
absolut genommen < den Gliedern für 1 +0 sind), und es ergibt 
sich®d für 6 >1 
El 
Sn gm d ag 


'(s) = epm a > 
5 ( ) ds m p"* 


p,m 


= (- IR), 


pm 


= 
108» DEBeT, 
% "27 +2 ER 
2 ER. 
Eye 1 


1) Man beachte, daß ich jetzt — obgleich es sehr leicht wäre — nicht 
nötig habe, die Konvergenz der Reihe der Ableitungen besonders festzustellen 
und daß ich — vorläufig — hier im Komplexen das Zeichen log&$(s) bei der 
vorliegenden „logarithmischen Differentiation‘“ vermeide. 
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842. 


Erste Methode der Fortsetzung von {(s) über die Gerade 
o=]1 hinaus bis zur Achse des Imaginären 0 =(. 


Es fragt sich nun, ob £(s) über die Gerade o=1 hinaus fort- 
gesetzt werden kann oder nicht. Obgleich wir aus $ 31 wissen, daß 
für zu 1 abnehmendes s 


lim (s — 1)6() 1 


ist, so dürfen wir nicht etwa schließen, daß s=1 ein Pol erster 
Ordnung mit dem Residuum 1 ist. Vielmehr sind wir nur berechtigt, 
zu sagen: s—=1 ist gewiß keine reguläre Stelle; falls s=1 ein Pol 
ist (was also Fortsetzbarkeit über die Gerade 6= 1 hinüber in der 
Nähe der Stelle s= 1 bedingt), ist es ein Pol erster Ordnung mit 
dem Residuum 1. 

Daß letzteres wirklich der Fall ist, will ich zunächst unter Be- 
nutzung der schon früher behandelten und für reelle s>0 kon- 
vergenten Dirichletschen Reihe 


| 1:5 = II 
(1) Le 


beweisen. Diese Reihe ist offenbar für 6 > 1 absolut konvergent, für 
c>1+08($>0) gleichmäßig konvergent und für o>1 


2 
-(1-,)86) 
- 1-20) 
in der Tat ist ja für o>]1 


1-2 -ltgtgtpt: 
2 2 
=F na; 
1 1 


1 
— 1. ds Pe 


Ich behaupte nun, daß (1) für 6>0 konvergiert und zwar in 
einer gewissen Umgebung jedes dieser Halbebene angehörigen Punktes 
gleichmäßig; das bewirkt, daß (1) eine für 6>0 reguläre Funktion 
darstellt. Hierfür will ich aber, um nicht Versteck zu spielen, gleich 
die allgemeinen dahinterliegenden Sätze über Dirichletsche Reihen 
beweisen. 
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Unter einer Dirichletschen Reihe verstehe ich jetzt eine Reihe 


oo 


a 
n“? 
n=1i1 
wo die Koeffizienten a, und die Variable s komplex sind. 
Satz: Es sei ” 
Ay 
2 
n=1 
für s=s, konvergent oder auch nur 
a — 0). 
w° 
n=1 
Dann konvergiert die Reihe für alle s, deren reeller Teil 6 
größer als der reelle Teil o, von ,=0,+ ti ist, und zwar 
gleichmäßig in dem Rechteck 
+9<soso, -TSt<T, 


wod>0,0>0-+96, T>O ist und im übrigen 0, 0,T- be- 
liebig, aber fest sind. Folglich, da jeder Punkt der Halb- 
ebene 0 >o, in ein solches Rechteck eingeschlossen werden 
kann: Die Reihe definiert eine für 6>o6, reguläre ana- 
lytische Funktion. 


Beweis: Wenn z 


>= S@) 


nl 


gesetzt wird, ist für ganze ,w (w>v>]) 


Ww 


Sa, sw—Sn—1) 
Br I Fr 1 


n=v n=v 


Br re. N sw 
rn (5 (n + =) nt (a1) 7% 


Nach Voraussetzung ist für alle » 




















Sn) <A, 
also für 6 > o, 
w E w 
Em EEE ER >; SE ae 
DI s u DE (n + 1)°"% Br Ei ia en 
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Nun ıst n+1 


1 1 Rn (s s.) du 
m? (n au 1)°% 0, usgrl ? 
da ja : 
4 u 8-50) ur EB -(e- sn) log u 
du du 
—_ e-(-s)logu. (— <a) 
u 


= — (s— Ss) u Pan 


ist. Dies Integral ist das Integral einer komplexen Funktion des 
reellen” Argumentes «u. Es gilt dafür die Abschätzung: Der abso- 
lute Betrag des Integrals einer stetigen Funktion ist höchstens gleich 
der Länge des Integrationsweges mal dem Maximum des absoluten 
Betrages des Integranden. Der absolute Betrag des Integranden ist 
1 1 1 
| st Re) + 
| 1 3 
men 0G+1? 
die Weglänge ist 1. Daher ergibt sich 


w 
a, | | ni A A| 
> AS > Samoa T Dane, I 


n=v n=v 





Hieraus folgt zunächst bei festem s, wo 6 > 6, ist, wegen der Kon- 
vergenz von 2 


1 
nz +1? 


N 


daß nach Annahme von e>0 für w>2v>v,=vy(E) 





ist, d.h: 


1) Es läßt sich natürlich auch als Integral einer analytischen Funktion 
von « interpretieren (s, s, sind konstant), welche in der Halbebene R(w)>0, 
aber auch in der ganzen durch einen Schnitt von w=0 bis uv=— oo (längs 
der negativen reellen Achse) aufgetrennten Ebene regulär ist. Daher könnte 
man auch von n bis n +1 auf beliebiger anderer Bahn in dieser aufgeschnittenen 
u-Ebene gehen. 
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konvergiert. Schärfer ergibt sich für alle s des Gebietes , +0 <o<o, 
— T<i<T 


Pr 


wo die rechte Seite von s unabhängig ist und für w>v>»,= vu(E) 
kleiner als & ist, was den ausgesprochenen Satz vollständig beweist. 

Eine Dirichletsche Reihe, die in einem Punkte konvergiert, 
konvergiert also in jedem mit Bezug auf die Abszisse (d. h. die Pro- 
jektion auf die reelle Achse) rechts gelegenen Punkte. Wenn sie daher 
für jedes reelle s konvergiert, so konvergiert sie für jedes komplexe s; 
Beispiel: 1 


© 


> n! 
n° 


ni 








| EN 
Al HH TH I trat 





Wenn sie für kein reelles s an so konvergiert sie für kein 
komplexes s; Beispiel: 


x 


> 
n° 

n=]1 
Abgesehen von diesen zwei extremen Fällen liefert die Einteilung 
(Schnitt) aller reellen Punkte in Divergenz- und Konvergenzpunkte 
ein «, so daß die Reihe für s<« divergiert, für s> « konvergiert; 
alsdann ist sie in der Halbebene 6 <« divergent, in der Halbebene 
0>.« konvergent. Da (in Bezug auf die Abszisse) zwischen « und 
ein s der Halbebene 6 >« ein s, eingeschoben werden kann, so de- 
finiert nach dem zweiten Teil des vorigen Satzes die Reihe eine für 
6>.«. reguläre Funktion und kann dort beliebig oft gliedweise diffe- 
rentiiert werden. 

In dem einen extremen Fall « = — x stellt die Reihe eine ganze 
transzendente Funktion dar und darf in der ganzen Ebene beliebig oft 
differentiiert werden. 

Im Fall des endlichen « heißt die Gerade 6 = « die Konvergenz- 
gerade der Dirichletschen Reihe, die Zahl « die Konvergenzabszisse. 

Da aus der absoluten Konvergenz einer Dirichletschen Reihe 
für s, wegen 








unmittelbar ihre absolute Ks für Rs) > R(s,) folgt, gibt es 
ebenso eine Gerade 6 — ß, so daß (abgesehen von den extremen Fäl- 
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=. 


len ß=— x und = oo) die Reihe für 6 < ß nicht absolut kon-. 
vergiert, für 6 > ß absolut konvergiert, und wie in $ 32 erkennt man, 
daß entweder 





e=ß=— x 
oder 
e=ß=-+8 
oder « endlich und 
«e<ß<sa+tl 


ist. Es folgen in der komplexen Ebene, allgemein gesprochen, von 
links nach rechts aufeinander: Eine Halbebene mit Divergenz, ein 
Streifen bedingter Konvergenz, dessen Dieke höchstens 1 ist, und eine 
Halbebene absoluter Konvergenz. 

Insbesondere für 


ist 
el), 
da die Reihe für reelle s> 0 konvergiert und für s=0 divergiert. 


Die Reihe konvergiert also für 6>0 und stellt dort eine reguläre 
Funktion dar. Da diese für o>1 


-A-2)80 
ist, ist also &(s) über die Gerade o = 1 hinaus mindestens bis zur Ge- 
raden o6=( (exkl.) fortsetzbar und in der Halbebene 6 > 0 mero- 
morph, d. h. regulär bis auf etwaige Pole &(s) ist gewiß regulär 
für jedes s dieser Halbebene, welches keine Nullstelle der ganzen 
transzendenten Funktion 

1 ra I FT ei -s)log2 


ist. Diese Funktion hat als Nullstellen die Wurzeln von 


(1—-s)lg2=—2Ani (A ganz), 
d. h. die Werte 
2A 
ne 


welche alle den reellen Teil 1 haben und Nullstellen erster Ordnung 
sind. Jede dieser Stellen kann ein Pol (aber dann nur erster Ord- 
nung) von $(s) sein, braucht es aber nicht. Genauer: &(s) ist in einem 
solchen Punkte regulär, wenn dort 


1 1 1 
er re 


$S 43. Zweite Methode der Fortsetzung von & (8). 161 





ist, hat aber einen Pol erster re wenn dort 
1 u 
ist. Letzteres ist für s- 1 AR —=() ee der Fall, da 
1-444-44.>0 
ist. &(s) hat also im Punkte s=1 einen Pol erster Ordnung; dies 
folgt natürlich auch daraus, daß für zu 1 abnehmendes s 


lim (s-VEQ)-1 


ist und s= 1 nach dem Vorangehenden regulär oder Pol erster Ord- 
nung war. | 


Ob die Re 1,1: 








- ın den anderen Punkten 
Ar 


-—1+ Eh i (AZ0) 
von Null verschieden ist oder nicht, d. h., ob dies Pole von $(s) sind 
oder nicht, tritt hier nicht ohne weiteres zutage. Aber die im näch- 


sten Paragraphen enthaltene zweite Fortsetzungsmethode wird zeigen, 
daß &(s) für 6>0O nur den Pol s—=1 hat, d. h., dab 


(s — 1) &(8) 
und ; 
BEN zer 
für 6 >0 regulär sind. 
S 43. 


Zweite Methode der Fortsetzung von {(s) bis zur Achse des 
Imaginären und Beweis, daß (s—1){(s) für 0 >0 regulär ist. 


Für s+#1 und alle ganzen v>1 ist 


3 nr er 
au _ Au 
ww, us 

= > 


r) 
Wenn 6 >1 ist, ist 





li x | h = 
ım ET 
Re 
0 
Landau, Verteilung der Primzahlen. 11 


u a. er % ai a u. er 
Pa A} er U E17 PR EVER 
- A R 
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also 

REN ER 

u oHipin 


Die rechte Seite von (1) hat also für v—= & den Grenzwert — 
daher ist für o>1 


Be n+1 


du NE RLCHE 
> RR RN E, 


Han 


diese Gleichung werde gliedweise von 


x 





1 da 

Da: 

n=1 
subtrahiert. Das ergibt für o>|1 

x n+1 
| 1 1 du 
” Ver Alrem.:, 
n=1 n 


Nun liefert die partielle Integration 


(u—n) du U—N du 
Ss) rt ee 





also 


n+1 





JE —n) du 
5 == 
nel 


n+1l 
1 du _ 
(n + 1)° ur 


N 


Aus (2) ergibt sich also für 6>1 


n+1 


1 du 
ae: re 


N 


n+1l 


FRE 





s+l1 


N 


e) st 


ve d 


Ich behaupte nun, daß die unendliche Reihe auf der rechten Seite 
von (3), deren Glieder gewiß für 6 > 0 reguläre Funktionen sind, für 


1) Das allgemeine Glied mal — s ist ja für s+#1 


Br 1 4 
(ni s—1 





1 1 ) 
s—1l (n. +. De B) 
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jedes s mit reellem Teil 6 > O konvergiert, und zwar in einer gewissen 
Umgebung jedes solchen s gleichmäßig. Damit wird dann bewiesen 


sein, daß 1 


für 6 >00 regulär ist; denn, da die Summe rechts in (3) dort regulär 
ist, so ist es auch ihr Produkt mit —s. Damit ist dann bewiesen, 
daß &(s) mindestens für 6>0 mit Ausnahme des Poles erster Ord- 
nung s—= 1, wo das Residuum 1 ist, regulär ist. 

Die Behauptung über die Summe in (3) folgt unmittelbar daraus, 
daß für o>6 ($>0) 
n+ n+1 


” | - 
(u —n)du u—n]| 
| / nr se a Nr rest B du 


| 
ın Fr? 





> +1 du 


| 


ist, wo rechts das von s unabhängige allgemeine positive Glied einer 
konvergenten Reihe steht. 
(3) läßt sich auch so schreiben: 


ai 1 x udu 
() Ne re > in Huti 


Nn= 


oder natürlich auch ohne Anwendung der Integralabkürzung für die 
elementaren Funktionen 


1 S I 1 1 | 1 
I ante} 
(3), (4), (5) stellen also &(s) für o>0 (exkl. s=1) dar. 





bzw. für s— 1 der Limes hiervon 





n+1 
1 je 1 lo n+1 
n+1 ,/ w n+1 a 


also ist das allgemeine Glied mal — s eine ganze transzendente Funktion von s; 
da diese für s—= 0 verschwindet, ist natürlich auch das allgemeine Glied eine 
ganze transzendente Funktion. 

11% 
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Die Einführung der Integrale hatte bisher namentlich den Vor- 
teil, daß mit ihrer Hilfe der Nachweis der Konvergenz der Summe 
besonders leicht geführt werden konnte. 

Es ist für diesen dritten Teil des Werkes unerheblich, ob. &(s) 
über die Achse des Imaginären fortsetzbar ist und ob es bei freier 
Bahn eine eindeutige Funktion ist. Es hat eben im folgenden &(s) 
für6>0,s=+1 den eindeutig bestimmten Wert zu bedeuten, welchen 
die für 6 >1 durch die Reihe 

Be 

n=1 as 
definierte analytische Funktion bei beliebiger ganz in der Halbebene 
6>0 verlaufender (und natürlich den Pol 1 vermeidender) Bahn im 
‘ Punkte s annimmt. Dieser Wert wird z. B. durch die Formeln (3), 
(4), (5) dargestellt. | 

Ich behaupte, daß bei der in der Umgebung von s = 1 (mindestens 
mit dem Radius 1) gültigen Entwicklung 


= FG +OC-D+= 


©, die Eulersche Konstante ist, d. h., daß 

i ii 

lim (6) ,—,) = © 
ist. In der Tat ist nach (3) 


1 ) 


N 


=—1 z—ı "+1 
a 1 ) du 
—-]+ lim Se ze f® 





ylaatg: 1 N 
/ x [Le] N 
1 du 
— lim PrE eh 
FR gi { % 
x 
— lim ( ee". (eD) 
nl 


Aus 
=, ,+0+46-D+-: 
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folgt weiter, mindestens für O<,s—1|<1l, 





en en +gr- 

also für hinreichend kleine % — 1| (exkl. s=]1) 
ar en, 
&(8) 





en 








S 44. 
Darstellung von {'(s) für 0 >. 


Da in der Umgebung jeder Stelle des zusammenhängenden Ge- 
‚ bietes 6>0, s+1 die unendliche Reihe in den Formeln (3), (4), (5) 
des vorigen Paragraphen gleichmäßig konvergiert, darf man gliedweise 
differentiieren und erhält für o>0,s-+1 aus (5) 


AO are 


3 nee la a)  lnez wi) 


Es empfiehlt sich, auch das allgemeine Glied dieser Reihe in 
Integralform darzustellen. Es ist 


Pr udu 1 uwlog(n + u) du ar andu ulogn+w) 
(n-ujs+1 (n + u)s+1 (n + uy*1 (n + u)s 

















a (n-+ us (1og (n SE u) a N n) 
2 _ wlog(n+ u) 3% log art, 




















(n + u) (n + w)* 
rulognFup 1 lsrn-+t u 1 " du 
un (n + u)* An nu sr mn tu) 
wulogn+uw 1 Jlogsn-+w) E 1 











(n + u)! s—1l(ntus 1 (—1)? mt u:-1? 
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n+1 n+1 | IE 1 
(u—n)du (u — n)logudu udu 18 ulog(n + u)du 
: us+i 12 h us+i Sur (n + u)s+i1 . n+u)sti 
N 0 
log +1) 1 Agn+1) Ds N 4 1 1 


Beeren) 
was mit dem allgemeinen Gliede der Summe in (1) aberansyunut, 


Daheraist Hürsos> u, 31 


> n+1l 
(2) E(s) = > + DI - us =. 


Das allgemeine Glied dieser Ma ist die durch formales Differen- 
tiieren nach s gebildete Ableitung des in der Formel (3) des vorigen 
Paragraphen auftretenden Ausdeuök: 

n + 1 
(u n)du 
sr 





=D 
e 
N 


Um dem Leser die Betrachtungen über die Differentiation eines kom- 
plexen Integrals nach einem Parameter zu ersparen, habe ich den 
längeren, aber elementareren Weg des Textes eingeschlagen. 

Da die in (2) auftretende Summe 


BR n+1 
u—n)du 
ah Ten 
2 


/ 


für sich konvergiert, kann auch geschrieben werden: 
oo n+1 ee 


fe 


n=1l, 








Natürlich darf hier für o>0,s-=+ 1 beliebig oft weiter differentiiert 
werden; doch brauche ich diese Formeln nicht. 


8 45, 


Beweis des Nichtverschwindens der Zetafunktion auf der 
Geraden 0 =1. 
In $ 41 war bewiesen worden, daß £(s) für o>1 von Null ver- 
schieden ist. Dazu kommt nunmehr der 
Satz: Es ist für {20 
EeI+H)F0, 
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d. h. die Funktion $(s) hat auf der Geraden o=1 keine Null- 
stelle. | 

Beweis: Ich gehe von der für 6>1 gültigen Darstellung 
1 


Bi 
Es) =" 
aus. Für &>0, 120 ıst : 
Ü) en 
und speziell für 2> 0 
(2) | (i+9)- Fo 


Wenn auf beiden Seiten von (1) der absolute Betrag genommen wird 
so ergibt sich wegen 


? 


on 
ZIR(u,) 
n=L 
=e 


und 








; — MR cos (mt log p) — i sin (mt log p) 
m(L+8+ti) mpmite) 


cos (mtlogp) 
np +8) 


mp 





die Gleichung 
cos(mtlogp) 
E en mpm(t +8) 
(8) el+te+t)|=e ’ 
also auch, wenn 2? statt £ geschrieben wird, für &> 0, no 


cos (2mtlogp) 








u mp (l+ 8) 
(4) lei +2+2H)|= ®” 
Nach (2), (3) und (4) ist für e>0, t = 0 
3+4cos(mtlog p)+cos (2mtlog p) 
mp (1 ee 


EAa+aj El +Ee+t El +E+2)|=e"" 
Da für jedes reelle p 
| 3+4cosp+cos29=3 +4cosp + 2cos®?p—1 
—=2+4cosp +2cos’p 


— 2(1 + cosp) 
=) 


As X, ine der Zetafunktion. 











ist, ist im ann jedes Glied > 0, also 
EA +++ älter 2m >1, 


(5) ei +e+n)|> + 





A+B9)tleı tet are 
Nun ist für &>0O 


also für O<e<s1 
2 
ELITE 


Dies gibt, in (5) eingesetzt, für O<e<I1, ıZ 0 


m|i 


€ 





El+e+mM)]>z4 an 
2:61 He+2tü]| 


a4 
st 


2|&( +e+ 200) 





(6) | > i 
4 
Aus (6) folgt 
r ga ti 1 
(7) E ar una | Se 5 
251/e1 +84 215) ]% 
Wenn nun {2 (0 angenommen wird und & zu Null abnimmt, so kon- 
vergiert der Faktor 





sat e+ 20)? 
des Nenniere der rechten Seite von (7) gegen den endlichen Wert 
&(1 +2H)* ‚ mag derselbe Null" oder positiv sein. Wegen des 


Faktors g% im Nenner wächst also für zu Null abnehmendes & die 
rechte Seite von (7) über alle Grenzen, also auch die linke Seite. 
Daraus folgt, daß 
Br el +W)FO 
1) Da -der- Satz &(1+ti)==0 im Moment noch nicht bewiesen ist, ist es 
nicht ausgeschlossen, daß &(1 + 2tr) = 0 ist. 
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ist; denn wäre gahee Ei) N) 
, Ei N ? 
so wäre bei jeder Annäherung 
&Ce) er 
ee u Tage) 


also insbesondere für positives, abnehmendes & 


Bett ti ? ; 
im FEtM _eu+0), 


€e=(0 


ı$d hu | 





‚lim | 
et 





= EI HB), 


während nach dem oben Bewiesenen der Limes nicht existiert. Da- 
mit ıst der Satz bewiesen. 


8 46. 
Obere Abschätzungen für |ö(s)| und |Z’Cs)]. 


Die Ungleichung (6) des vorigen Paragraphen dient nicht nur 
dazu, den letzten Satz zu beweisen; sondern sie bildet eine der Grund- 
lagen beim Beweise des Primzahlsatzes.. Um sie weiter zu verwerten, 
soll zunächst der Nenner in (6) derart vergrößert werden, daß das 
Funktionszeichen $& nicht mehr darin vorkommt. Dies geschieht durch 
folgenden | 

Satz: Es gibt eine absolute Konstante? c«, so daß für 
ron 2,t>2 

EaNE R &(ls)) < c,logt 
ist. 





1) Im folgenden bedeuten c,, &,, :-- positive Konstanten, welche unab- 
hängig von den Variabeln in den betreffenden Relationen wählbar end Übrigens 
kann jede dieser Konstanten durch jeden größeren Wert ersetzt werden. Es 
kommt eben nur darauf an, die Existenz einer solchen Konstanten zu beweisen, 
d. h. festzustellen, daß eine gewisse Funktion der Variabeln, im Falle des Textes 
der Quotient |&o a | 


log t ? 


für das betreffende Gebiet, hier für 1<o<2, t>2, endlich bleibt. Die im 
Satz auftretende Zahl 2 bei 6 <2 sowohl: als bei 1>2 könnte übrigens durch 
jede andere Größe >1 ersetzt werden. Der Wortlaut des Textes genügt mir 


gerade. Wegen Ik +im|=|&6—ta)] 
folgt aus ihm noch unmittelbar, daß für 1<o<2, i<— 
| Kc+t) | <a log(— 


'# ist. 


vr 
a Elend 
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Beweis: Es ist nach $ 43, 3): und (5) für o>(, s er 1: 


an, 





wo 
ENT 
A) 5-5 'w eu 
c BE 1.0n Sa u 
1StT. 


Ich nehme {>2 an und wende für n=1,2,:--, 2) den Aus- 
druck (2), für alle folgenden » den Ausdruck (1) von f„(s) an. Dann 


ergibt sich 
t t 


1 1 1 1 




















© n+1 
(u—n)au 
83 BuRT 7, 
n=t+1,„ 
-1+, Hd ( 1) 5: 8 
(+1) Be Ha) = ee 
a oo a ya 
1 u—n)dau 
Dir aD 
( / _ m’ ren: > > „stil 
Aus (3) folgt für 1<os2,1>2 
Cd ; e : oo Pe du 
| Yen ; ee uv—n)du 
\&(8) I, er o—1-+ti) Mayr x 6+ ar I ori 
t+1 oo Rd 
<2, +, +@+9)D ie x 
n=i+1l 


N 





1) Für eine spätere Anwendung ist es wichtig, zu beachten, daß in (3) 
natürlich statt t irgend eine von s unabhängige Zahl >0 stehen könnte. 
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[£} 


<iH Be ne vefer 


-1+44+log[f] +4 +2 
<4+ lost 

4 
4 Tog2 08! u logt, 


also 
I&6s)| <c,logt, 
wenn nur 
4 
zZ RE 1 


angenommen wird. 
Damit ist der Satz bewiesen. 
Er gestattet, aus der Relation $ 45, (6) 


»|6 


€ 


EA+e+W > — —  (<e<1,t20) 
2|& 1 +2 +2t)|% 
für O<e<1,t>2 weiterzuschlieden: 





Ed ++) |> — 
2c, log? (2i) 





3 


Oy en 


1 
c,log*t 





Für einen späteren Zweck soll analog für \8’(s)| eine obere 
- Schranke hergeleitet werden. Diese muß sich sogar auf ein Gebiet 
beziehen, welches über die Gerade o = 1 hinüberreicht. 


Satz: Es ist für >35, 1 Sn <o<2 


EC) <log?t 
Das Gebiet ist nach unten von einem Stück der horizontalen 
Geraden t=5 begrenzt, nämlich von dem Stück Re 


rechts von dem Stück £>3 der vertikalen Geraden 6 = 2 ‚ links von 


der Kurve j 
nr KT, 


welche die Gerade 6 = 1 zur Asymptote besitzt. 


$ 
| 
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Beweis: Es ist für o>0,s=+1 nach $ 44, (1) und (2) 


= - mt Du), 
n=1i1 











wo 

Eu BUS ER Samel. 1 /log(n+1) logn 
Or rl mw 
N E nr u 


N 


ist. 2 werde >83 angenommen. Ich wende am Anfang, bis n = [ft], 
für g,(s) den Ausdruck (5) an, von n=|t]+ 1 an den Ausdruck (6). 
Dadurch ergibt sich 


t 


t 
NE SE ne EIN 1 1 
(8 — 13% (n + 1)% a v2 “ I 105 1 ;) 















































n=i 
t © n+1 oo  nH+l 
ARE en _ 87) re (u — n) log udu 
ne es nm ı) 2 HL rl >; ur! 
n=i n=t+1 n Mi +1 
WERE. 11 SS log ntD 1 1 SH 1 log([ft] +1) 
(1)? ; _ Ryan 1)* nen: ) si He 
oo  n+i n+1 
Er ne (u—n)lgudu 
78 : 
> N. P2 ee 
t+1 © n+i1 
_ yon _ 1 IP R EN vet (u—n) du 
in dig HitT Sig Te 
bi n+1 
(u —n) logudu 
HD feoniosun, 
also n=t+1n 
Sn l 
| 2 PEN 1 , log (t] +» 
sol 2, + ER at Ve eg 
(7) n+1 n+1 
1 d 
+3 [An +vereD) ee 
n=t+1n n=t+1n 





1) In der vorangehenden Relation könnte statt # irgend eine von s unab- 
hängige Zahl >0 stehen. 
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Wenn nun 
log t 2 

ıst, so ergibt sich einzeln für die fünf Glieder auf der rechten 
Seite von (7): 


t+1 22 


1) Br 2>- vers 


1— 
n=1l nn 





| 


< log ((] + DI 


n=1 9 logi 





i+1 
<Iog (+ DS n_ 
ul. 
Tu PER 
el 
<log(@ + 1 (ii) + Nee D’4 
n=1l 
t+1 


<loge(t+lb)(t+ yri(ı a) 


log(t+1) 


<log(t+1)e "ses! (1+logt+1) 
»logt-e-logt, 











also I 
Be 
ogn 
rs Gy log? t. 
et 1 1 1 
e) (— 1)? + 1? (et) + P-1 al 


2. 
+2) # 


1 
< 4 (#4 1)jos 
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1 log] +1) _ 1 logd+1) 
3)  —— — her an 
ye—1?+ (+2 


a De 
<log(t+1) (6 + Ist 


c, log t 


re 
0, 10002 


© n+1 n+1 


> 2, j2f, ee 


n=t+1 ar 





N 








< ce, log?t. 


5) Vet)! er 42% > . udu 


n=t+1% n=t41n Tr 


Plog udu 
<'2t EN: 
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Zusammengenommen liefert also (7) 
ES)|<c,logt+ clogt + «log?t + c,log?t + c„log?t, 
also 
(8) EL <logft 
für t>3,1— <o<2, womit der Satz bewiesen ist. 
Satz: Für t>3, — .<s<1 ist 


(9) a ++) 8A +M|<ole|logtt. 


Beweis: Es ist für jene t,& bei geradlinigem Integrationsweg 
l+s+ti 
e+E+W)-EA+MW)=[E (As 
1+ti 
l+e 


—/$'(o +ti)do; 


weil 6 dabei zwischen 1 — Er und 2 liegt, ist nach (8) in jedem 


Punkt des Integrationsweges 

lo +tl)| < c,log?t; 

also ergibt sich, da die Länge des Weges |e! ist, 
El+teti) Ei +E)|<e,]|siloget. 


D. h. es ist, wenn man das Ergebnis (9) für positive und nega- 





‚tive & einzeln ausspricht und im letzteren Falle 


e=—] 
setzt, 


(10) | El+s.+m)-E1l+ti) <celog?t fürt>3,0<:<1], 
(11) |eA—n+l)-EL+M) | <anlog’t  fürt23,0<n< gr 
Aus (11) folgt noch, da nach dem ersten Satz dieses Paragraphen 
172,22 
(12) I&(s)| <ec,logt, 
also speziell für >53 
+) <e,logt 


ist, für >83, 0<y<— 


ph > 


= Jost 
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EA-r7+W=| EA nn +mM-EA+W)+EA+)| 
sid -97+1) - SA + DR 
<cznlog?t + c, logt 
<6logt+ ce, logt, 

also ın Verbindung mit (12) fürt>3,1-— 

| &(s) < 6, logt. 
Natürlich könnte dies auch direkt durch die Beweismethode erhalten 
werden, welche bei beiden Sätzen dieses Paragraphen angewendet wurde. 


Da für 6> 2, 0 


- So. 


1 
log 


EOI<D- 
m—ı 


= (9 


ig’ (s)| > 4 n 


= (ug 


und 


ist, so kann das Hauptergebnis dieses Paragraphen auch so geschrieben 
1 


werden: Für t>3, 0 >1— jo; Ist 
‚56)| < aulog t, 
(13) EI < &log*t 
1 
also auch für s,= 0, +4, ,=, +, t23, 0, 21- ei Sl 


18) -&&)| = fe (s) ds 
SE 3-6, u log?t. 
Ss AT. 


Untere Abschätzungen für |S(s)]|. 
Aus der Relation (4) des Paragraphen 





(1) ee << 


2 1555 t 
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u. 


folgt in Verbindung mit der Relation (10) 
s+s+mW) —-Eil+tÜ)|< c,elog?t WIESN ZN 
daß für Oo<e<1,1>3 
s+t)|= ll eh] 
> &(l+.+h)| -— El+.+t) SA ti) 











z 
>= — — GE log?t 
c,log*t 
= 1 9 
(2) (1 — 6. log? i) 
c,log* t 


ist. Die nur nach unten beschränkten Konstanten c, und c,, sowie 
alle späteren c können ohne Beschränkung der Allgemeinheit >1 an- 
genommen werden. Ich wähle nun für jedes £>3 den speziellen 


Wert 
1 4 
ee 
20,6 N t 
L 


5 2tetct log? t’ 


der wirklich zwischen 0 und 1 gelegen ist. Dann ergibt sich, da die 
Klammer in (2) 











1 9 
=1— 06: + log t 
2c,c, log t 
-} 
wird, ; , 
Ea+W > ne 4 
= 6.0, 108 ;) &lögt 
| 1 ; 
8) re 


7 
Cs log’t 


was? viel präziser ist als die früher festgestellte Tatsache des Nicht- 
verschwindens der Funktion &(s) auf der Geraden 6 = 1. 





1) Natürlich kommen sie noch viel größer heraus, wenn man die vorigen 
Rechnungen numerisch verfolgt. 


2) Wenn man eine für alle t = 0 gültige Formel haben will, brauchte man 


aur statt log # einzuführen: log(2 + |). 
Landau, Verteilung der Primzahlen. 12 
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Aus (3) in Verbindung mit den Relationen (10) und (11) des 


$ 46 folgt nunmehr für t>3, 1- —. ,<o<i+t., 


20, 6,, log?t = 2, c,, log? t 


6a + ti) 


| 


EA+t)+k&c+t) El +) | 
1:1 + %)| — |&la+ ie) Ei 


IV. 


1 2 
= C 
c,, log’t 8:20, 0, lg’ 


1 
(4) SEI 


IV ERENV. 


log? t 


er 


Für >35, 1+ <6o<2 ist nach 


26,c,, log’t = (1) 


&(o + > a 
BF og tt 





(26, ae c, log!t 


x 2 r il f 
(8) = log’ 


fürt>3, 60 >2 ıs 
1 


R "m (o+ti) 


do +tl)|=e En 


(6) 
(4), (5) und (6) besagen zusammen, wenn 26,6, = Cig und 
Max. (26,4, 9 Cs) = %0 gesetzt wird: Fürrt>3, o >1-— BE ka: 


C, log?t 
58) 2er C, Erre. A 


also insbesondere in diesem Gebiet &(s) von Null verschieden. 
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5 48. 


. (8) 

Folgerungen über Eee 

Re Er SER ist nach der letzten Formel des vo- 
19 


rigen Paragraphen in I mit $ 46, e 





ol 
< Gslog’t- ca, log't 
=. los 


Da sich AaN im Rechteck 3<o<1, 0<t<3 mit Ausnahme 
des Poles s= 1 regulär verhält Br auf der rechten Begrenzungslinie 
keine Nullstelle besitzt, so gibt es eine Größe „> 1 ne daß im 
Rechteck 1 — = <o<1,0<t<3 (inkl. des Bandes) keine Null- 
Cis En ua se<i, 
0 <t< keine Nullstelle von &(s), d. h. abgesehen von s=1 keine 


singuläre Stelle von °®, Der Punkt s= 1 ist ein Pol erster Ordnung 


5(8) ;A 

von &(s), also ein Pol erster Ordnung mit dem Residuum — 1 von Ge 

Es werde die größere der beiden Zahlen c,,„ und «, mit c be- 

zeichnet, c,, jetzt kurz mit b. Dann ergibt sich aus allem bisherigen 
als Hauptresultat der 


Satz: Die Funktion £(s) chem irdet nicht in dem Teil 
der Ebene, welcher rechts von der stetigen Kurve 


stelle gelegen ist. A fortiori liegt also im Rechteck 1 — 


o=]1 clog°t für? >35, 
(1) o-1l-— fir-3<t<3, 
liegt, inkl. der Kurve selbst, und esistfürt>3, 6 >1-— Arer 
OR 
(2) | Zw <b log?t. 


Mit anderen Worten: Die für 6>1 durch die Reihe 
N An) 


s 
nl n 
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dargestellte Funktion 

@ 

&(8) 
ist auf der Kurve (1) und rechts davon bis auf den Pol erster 
Ordnung s=1 mit dem Residuum — 1 regulär und genügt 


der Relation (2) für >35, o>1-— ee 
R ag a elog”t 





/wölftes Kapitel. 


Beweis des Primzahlsatzes und der schärferen Abschätzungen 
für die Primzahlmenge. 


S 49. 
Berechnung eines speziellen Integrals. 


Mit Hilfe des Cauchyschen Satzes soll nunmehr eine wichtige 
spezielle Integralformel bewiesen werden, welche alsbald Anwendung 


finden wird. 
Es sei ww eine reelle Konstante und es werde das Integral 


il nn ds 

s® 

über ein beliebiges Stück der Geraden s=2-+ti von 2+ai bis 
2 + bi erstreckt. Der Integrand hat im Punkt s=O einen Pol zweiter 


Ordnung mit dem Residuum w und ist sonst überall regulär. Das 
Integral SR 


k - „ds 
2+ai 
hat also gewiß einen Sinn. Ich behaupte, daß es für a=— we, 
b= © einen Limes hat, d. h., daß 
2+wi 


EN: 
ran ferh 
2—- wi 


konvergiert. Dies folgt unmittelbar aus 


e 
82/%- 4-42? 








Er Re i 


a 
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da = 


dt 
4+ 1° 


konversgiert. 3 
Der Wert des Integrals J(w) bestimmt sich durch den 
Satz: 1. Für w<O ist 
J(w) =. 
2. Für w>0 ist 
J(w) = 2riw. 
Beweis: Ich setze bei positivem 7 
| 2+Ti 


J(w, T) [© ds; 
2-Ti 


dann ist 


J(w) = lim J(w, T). 
VE—asn, 


1. Es sei w< 0. Ich wende den Gauchyschen Satz auf das 
Gebiet an, welches von der Strecke 2 — Ti bis 2+ Ti und dem über 
ihr als Durchmesser nach rechts beschriebenen Halbkreise begrenzt 


ey RE re 
ist. Da in diesem Gebiet “, regulär ist, ergibt sich 


2+Ti 
” ws 
J(w, T) | TH; ds, 
2—-Ti i 


wo rechts der Halbkreis 
hl, =, <o< 


gemeint ist. Die Länge dieses Weges ist x7', der Integrand in jedem 
Punkte des Weges mit Rücksicht auf 6 > 2, |s|> 7 absolut genommen 


erw 


= Ne 


| T?’ 
daher ist 
J(w, T) | = er $) 
also 


J(w) = lim J(w, T) 
== 09 
—= U. 


2. Es sei w>0. Ich nehme 7’>2an und wende den Gauchy- 
schen Satz auf das Gebiet an, welches von der Strecke 2 — Ti bis 
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2+ Ti und dem über diesem Durchmesser nach links geschlagenen 
Halbkreise begrenzt ist. In diesem Gebiet liegt der Pol s=0 mit 


dem Residuum w; daher ist 
2+Ti 


ws 
5 e 
J(w, T) — 2riw -/[% ds, 
2—-Ti 


wo die Integration sich auf den Halbkreis 
s=2+Tei, F>g>® 


bezieht. Die Länge dieses Halbkreises ist m7, der absolute Betrag 
des Integranden wegen 6 <2, |s| > T— 2 gleichmäßig 


dies gibt ER 
J(w, T) > 2>riw | — Te 
J(w) = lim J(w, T) 
T=» 


— driw. 


Aus dem bewiesenen Satz folgt nachträglich für J(w, 7) eine 
noch genauere und für alle 7 > 0 gültige Abschätzung, als unterwegs 
gefunden war. Es ist nämlich für alle w 0 





= 
2+oi © 
ws 2w 
ala 
er Ss rs t 
2+Ti T 
eX w 
Er rg y 
ebenso Ki 5 
| ws | ” gu 
 jSa|< a 104; 
55 = t 
2w 
=— r y 
also 
= yer® 
Aa) - I, 1))<’T, 
d. h. 
| 2 ET 
(1) \Jw, T)|<s nm fürws(, 


w 


(2) ‚J(w,T) — 2riw|< Br für w>O0. 
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Der bewiesene Satz läßt sich auch in folgender Form schreiben. 
Wenn für „>0 
Wer 


gesetzt ist, wo w den reellen Wert von logy bezeichnet, so ergibt sich 


! Y 
2ri,) s? 
23 — wi 


2+@i .._, 
IE Eu Tue), 
—logy für 1<y, 


und (1), (2) liefern (wegen x > 1), falls 7>0 ist, 


| 2477 | 
(3) | na: für O<y<1, 
ee | 
= 
(4) |! ds logy| <5 — für 1sy 
Narr | 


Eine komplexe, von 7 und y abhängige Zahl, deren absoluter Betrag 
2 
= Tr ist, kann mit 
y° y 
i 95-aLY)7T 


bezeichnet werden, wo 
9 zum; |O(T, y) ae 


ist. Also ist nach (3) und (4), wenn 7’> 0 angenommen wird, 
I. |- 029% für O<y<1, 
ini) ”  |=logy + 0(L,y) Y, füry>i, 
ol<1 
ist. 
8 50. 


x 
Darstellung von > An) log — durch ein bestimmtes Integral. 


n=1 


% bezeichne eine beliebige positive Zahl, die nicht ganz zu sein 
braucht. Die für o >1 gültige Gleichung 


0 Da 
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c® 
werde mit r 


a (8) ur A a. 
(1) rn) 27 


Auf der geradlinigen Strecke o6=2, -— T<ti<T, wo T>O sei, ist 
die Reihe, auf der rechten Seite von (1) gleichmäßig Konvarsane da dort 


multipliziert: 


wu An)| a? Am) 
Be ee 





Ss 





ist. Die Reihe darf also auf der geraden Bahn von 2- Ti bis 
2 + Ti gliedweise integriert werden; dadurch ergibt sich, wenn gleich 
noch durch 2x7 dividiert wird: 





2+Ti 24 100% 

1 Er 1 An) 
i gen d 
2 70V STSERR) 20) um 5 

2—-Ti 2-Ti'n=1l 
> 2+Ti 


24T 
= x 
1 (5) 
= DIA fl 
nei 2—-Ti 
Nun ist für n <x 
Yr - = 1, 
fürn >x 
yes -< 12 


nach den Relationen 8) und (4) des vorigen Paragraphen ist also 
in den Gliedern n=1,2,:---,[x] 


j x 

ET x x ch . 3 - 

$ 50. Darstellung Ba log — durch ein bestimmtes Integral. 185 
= 








daher ergibt sich 


2+7i i | 
a = IE ds — >, AR) Io, 

zur: a 24T | 

- Sao N Besen Eyicr | 

| on 20 3: | 


(2) Gi nS 4A N 


n=1l 


Da die rechte Seite von a für T = 00 den Limes 0 hat, ist also 


en, 7 &(s) 
Ir N Es 45 — > A(n)log”- 
Es kann dafür einfach 


2 -Ti 
x 2+% 
y 
N um)log? - za, 0 
et! — 00% 


geschrieben werden, da das Integral ie wegen 


a £°(8) ee x N 


konvergiert. a 


Damit ist 2 
B> A(n) log - 
n=1l 


genau durch ein Integral mit unendlichem Wege dargestellt. Für 
das Folgende ist eine Näherungsformel mit Hilfe eines Integrals über 
einen endlichen Weg praktischer. Es folgt, T= x? gesetzt, aus (2) 























| N En 2 
| 1 RS) N & FA 
- 2ri,) SE) ds — I, 4(m) log n | 34 
| 2—- ai n=L 
also 
2+@°i 
Sams - ee E en ds + O(1). 
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s 51. 
Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes. 


Ich wende nun, © >YV3 angenommen, den Cauchyschen Satz 
auf den Integranden 28 
2: 


&8) 


und den geschlossenen Integrationsweg ABUDEFA an, wo 


A=2— di, 

B=2 +74, 

U=1— N 
D=-1- 5 a 
E-1- gas Bi 
Felge 


ist, c die Konstante des $ 48 bedeutet, die Strecken AB, BC, DE, 
FA geradlinig sind, UD das Kurvenstück 


PER er 


und EF' das Kurvenstück 


1 


Te 


—-3>21>—. 
bezeichnet. 
= ist in diesem Gebiete und auf dem Rande regulär und hat 


für s= 1 den von Null verschiedenen Wert x. Die Funktion 
ist nach dem Satz des $ 48 ın diesem Gebiete und auf dem Rande 
regulär mit Ausnahme des innen gelegenen Punktes s=1, welcher 


Pol erster Ordnung mit dem Residuum —1 ist. Also ist der Integrand 


20 
Ertl, 





auf dem Rande und im Innern regulär mit Ausnahme des Punktes 
s— 1, welcher Pol erster Ordnung mit dem Residuum — x ist. Die 
Anwendung des Cauchyschen Satzes ergibt also 


$ 51. ee? des Cauchyschen ee 187 
a6) feet 2 fezya 
fen re BO Ode 


fE War [Stan 


f= &(s) 











also für das in der Schlußformel des vorigen Paragraphen auftretende 
Integral 


2: B 


x (8) EN 
5 Es) 88 2 2) ds 


F 
= 2rin + (50a Di: FAT + [2300 
A 


s? &(s) s? € 


x &°(6) a 68) 
A Ya+[% ROReE 


1. Hierin ist zunächst, da auf dem Wege ED, dessen Länge 
6 ist, 





2 —- ai 





(1) 





unterhalb einer von & unabhängigen Konstanten liest und dort 


1 
la*| el 2 elogs 
ist, 
D 


2 Dre 
®) Sarg - oe) 
E 


2. Ferner ist unter Berücksichtigung der Ungleichung (2) des 
S 48 und der 2 der oberen und unteren Halbebene 








Re ı a 
E (Far): Kot =) 


een 
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< blog"(a®) IE Fe 


Bar (a) 


0) 


= 





(3) | = 0857) 


3. Unter Berücksichtigung derselben Ungleichung ergibt sich 


außerdem 
C | E 


DL (8 | (ae | 
Bas ds —— ’E ze de 
F | 


[ 1 n o/ 1 . 
ee: & ae 9 
era 


ci: 
Pa 5 
en BEE BI TI TAN, ; ie Ar Fe 4 
=. m blog Hosen mlular 





f 1 
 elog®t 
(4) =0O zug f® a ii 


3 
Von einer gewissen Stelle an ist 
"Viogz 2 
08x . 
A ei 


x werde oberhalb dieser Stelle angenommen; das ist erlaubt, da es 
ja nur auf das Verhalten aller dieser Integrale für ins Unendliche 
wachsendes x ankommt. Das Integral in (4) werde in zwei durch 


eViog = geschiedene Teile zerlegt; dann ergibt sich 
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1m . 
2 08% x? 
1 3 il 
 elog?t clog*?t clog?t 
x x xc 
dt = a dt+ dt 
10 
: : Vlogx 
10-2 
„Vlog x 
= el E) ) für fl 
Be 
‚Vlogx 
= 3 
Ein » 
clogi0x dt dt 
© 
IN 
: ‚Vlog« 























ea 
_— Yios=) 
= ole g ; 
also, wenn dies in (4) eingesetzt wird 
Bd We aa | 
ITS a LE 
ioFn | if so ds 
ir 568) | Be) Ss" &i8) | 
ee 
— Oleeoeir e °® Vioe=) 
ıE 
(5) = Olxe- Vios«) 
in der Tat ist sogar 
logo? ra 9 er 
lim 8 RE - — Jim I u 
2=o0 Fa Vlog& y=» Br Yy 
Se 
290, © 
= Im. 
2=ox0 ee 
2990 .2") 
| RE en EEE: 
2 we 
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(2), (3) und (5) ergeben, in (1) eingesetzt, 
2+2°i 


| 5: ds — Ay De = io) an oe ®) E Olxe- Viog =) 


= — 2nic +0 (we-Viore), 





also in Verbindung mit der Schlußformel des vorigen Paragraphen 


(6) | Dam) log " =r+ O (ae Per). 
n=1 


$ 52. 


Vorläufiger Abkürzungsweg zum Primzahlsatz ohne 
genauere Restabschätzung. 


In der Schlußformel (6) des vorigen Paragraphen liegt speziell 
das nicht triviale Resultat 


>) A(n) log” = O(«) 
al 


enthalten. Allerdings folgt dies auch leicht aus der elementar be- 
weisbaren Formel des $ 18 


Dan) = vi). 
ne 


durch die für z>1 gültige Transformation 
- > U (n) (log A elüDr mas; ) + v(x) log Ta 
(Ü) - vn) log(1 + „)+ ve) log ar 


— DIR - + O(w-log”}') 
n=ı1 


= 02) + 001) 
—= (2). 
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Aber es ist ganz interessant, umgekehrt darauf aufmerksam zu 
machen, daß, wenn das Ergebnis des vorigen Paragraphen in der Ge- 


nauigkeit 3 
DIE (n) log — X 
Mur lege 
verwendet wird, wegen 
1 1 1 
u.) 0) 
aus der Identität (1) folgt”: 


x +0) = I %n) — va BHO 3 o(v (x) log 2) 
N n=1 n=1 


RS + 0>n logn-.. + 0( log: —) 


=D? 1 0 (1og!2) + 0 (loga), 


nl 
2) Drr- 2 +0). 
a=1 


Das ist für uns hier ein neues Resultat, welches für sich allein 
gestattet, elementar zum Primzahlsatz weiter zu gelangen: Es sei 
ö6>0 gegeben. Dann ist nach (2) 

— =a+6x%+0@&+0%) 
—=c+6dcH+ole), 


also, wenn (2) hiervon subtrahiert wird, 


zs+öx 
> = Iron). 
n=x-} 
Nun ist c+dz 
a ua > 
%(n) n=x+1 
n=x2+1 h ne 
LI 





1) Die triviale Abschätzung 
ı(n) = O(n log n) 
(statt O(n)) im zweiten und dritten Gliede der nächsten rechten Seite genügt. 
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ist wegen 
also is g Be 


>! =1log(1 +) + 0() 


n=x+1 
v(a)logs L+N Hol) <Ir+tole), 
vr +IK)(loegl +) +oM)>5rH+ (8), 














folglich 
d-+0o(1l) 
8) vr) Ba a+9) +00 
Sic, +%T (8), 
(4) U(® 3 dx) 2 == log En + ö) er 0(), 
oder, wenn in (4) x durch Se ; ersetzt wird, 
(5) va) 2 = 6) = st o@). 
(3) besagt 
ap 0) 
m sup YO <a 
für alle.d > 0, also wegen 
im se 
5-0l0g(1-+ 0) 
(6) lim sup = ne 
(5) besagt N; 
. 2% (&) ö 1 
na Smarsıta 
(7) lim inf? > 1. 








1) Dies folgt aus den Relationen (w, w ganz, w>v—1>1) 





w 
IS 1: =] 
n=v ix 3 
A u og 1 
fürvo—=[2] +1, w=[x + 0%] mit Rücksicht auf 


[+ 02] + fe], 
[@+ 62] + 1v (+ le] +2). 








5) 
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Folglich ist wegen (6) und (7) 


lim et 
also (vgl. SS 18 und 19) 
lir m AL =], 
lim Er) =1, 
ne 


womit der Primzahlsatz bewiesen ist. 


S 59. 
Genauere Restabschätzung beim Übergang zu w(x) und 9(x). 
Ich kehre zur Schlußformel (6) des $ 51 


(1) Sue) log = -=-r-+ o(x e= Wise) 
a! 


zurück und setze Sera 
= (x) = er Vlose; 
das ist eine für #>1 zwischen O und 1 gelegene und monoton zu 
Null abnehmende Funktion. 
Aus (1) folgt, wenn (1 + 0)x statt x geschrieben wird, 
c+dx 


> A(n) BD SW 3% dr = o((« se dx)e- Vase+ in), 


also wegen 





1Iz2=- an TE, 
(x ee dx)e- Vlog(x+0x) << 2%0- Vlog x 


z+öx 
2 Al) log®, = 2 + 80 + Ole Veen), 
c+0% 
Dam ge 132 An) De = =-r+0dc-+ O(xe- esse) 
n=ı+1 


folglich, wenn (1) hiervon subtrahiert wird, wegen 


log Er — log —=log(1 + 8) 
c+0% 3% 
log(1 + +9 Dam + > 4) log *T°® = 90 + O(xe- Viosr), 
n=xc+l1l 
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Hierin ıst 
z2+0d% 


0< > Am) log? t% 


n=x+1 


z+dx 


> A(n) log aa 


n=ı+1 
c+öx 


=log(1+ 8,2 A(n) 


n=xc+1l 
c+ö0x 


< log (1 +6) 2 logn 


n=xc+1 
c+özx 


<log(1+ 8) 2 log (2x) 


n<=+1 
— log (1 + d) log (2x) ([x + dx) — [z]) 
<log(1+ d) log(22)(dx +1) 
— O(log(1 + log 22)dx) 
— 0(6°x log); 

daher ergibt sich 


loe(1-+ 8) > Am) =0x+ O(we- Yirsz) + 0(6°x log x) 
n=1 
—- dx + O(0?x log), 


da 
DR ann 1925 2 
— 0 (ö? log) 


ist. Ich schließe hieraus weiter: 


ua) = DA 


Ö ö° 
= 105° + 0 (ar 108%) 


Ö 
Te + 0 (dx loge). 
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Nun ist 





s & A 
an ee ). Im log1+9) 8 





also 
nr 00) 
-1+00@)}; 
dx) = x + O(dx) + O(dx log) 
—= + O(dx log) 


das ergibt 


are? 
—=2+0(@e ' ""loge) 
—=c+ Olxe- Vize), 


was viel mehr besagt als das Ergebnis 
vi) = &+ 0(2) 


des vorigen Paragraphen. 
Es besagt insbesondere für jedes konstante q 

log? 

(Ya) — 2) — 0. 


lım 


Von »(x) schließe ich für #(x) mit Rücksicht auf 
v(2) = Ha) +8 (Ya) +9(Ve) + --- 
— #(2) + O(Yxlog«) 


weiter: 
9a) = + Olge- Viog) 
8 54. 
Übergang von I(x) zu (x). 
Aus 


a) -— = 0 (xe- Vioz®) 
15% 
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ergibt sich für x > 2 
x an) — (ln —1) 
(®) a > log N BE, 











5 Sen er a an 
| fan +0(1)+ 0 we Vlog Fer 30 gene 

= Be => Da Vor" ı Olxe- Viog =) 

E n=2 

fin ag of Va“ du + of Wiosu qu +0 (we- 'Viog «) 
je + 0(Ya- 1) + OlgeWesW) + O(ze res) 


[So] 


Damit ist für jedes qg bewiesen, daß 


. _ log? 
ee (0) - “au ) =0 
X logu 


2 


ist, und nun hat der Leser alle in $ 10 der Einleitung daraus ge- 
zogenen Folgerungen in seinen Besitz gebracht, insbesondere die Kette 
der Relationen 


x 
x(R) = ine} +0 bo) 


” 
a(8) = Re x Eeg ae I e) , 


855. Über Se, SZ, und I F(p) allgemein. 197 
p=x 


p=® p<a? 








x x x 
tigt er): 


x % 2% x 
(®) = log & r log”? x Ar log? x 18% Ken: 2) 








USW. 





Dreizehntes Kapitel. 


Folgerungen aus dem Primzahlsatz und den schärferen Rela- 
tionen über x(&). 


8 55. 


Über Dr, >; „ und D’F(p) allgemein. 


PZST PZST px 





Ich will nun eine Reihe von weiteren, in der Einleitung noch 
nicht erwähnten Folgerungen aus dem Primzahlsatz und seiner ge- 
naueren Fassung ziehen und beginne mit einer Verschärfung der in 
$ 26 und $ 28 elementar hergeleiteten Relationen über 


> logp 
p 


PS% 


1 
ek 


p<x 


und 


die damals lauteten: 


Die2 = logex + O(1) 


p=% 


> = logloge + B+ 0 me -); 


p<x 


und 


hierin war nach $ 36 


B=-6 >> zu mp" 


Es ıst nun 


h 


TORZANL I aus dem Primzahlsatz und den schärferen Relationen. 


Sw- 20 —#n—)) 
-DIi+ 2 (dm) —n) — Seue — Yan) 
N 


n=»° 


Me 

















—- logx« + 0 — = + o(;) +2, ee) +0 (e- Vos) 
Hierin ist wegen 


18 —— 
1 
line 


5 4 (e Pisen ) 


n=2 


die Reihe 


SEHE genauer ist, wenn die Summe mit ]) bezeichnet wird, 


E _ "Vlog n n "Viog u 
Da 2 ——— du 





logx 
— D+ Ofe- ”e-V’dv 
logx 
— D+ Ole-Veszfe-V? dv) 
log x 


—- D+ o(e- Yes). 
daraus ergibt sich 
Der ger 24 ol) 
p<x 
also für alle q 


(1) | Der _ loegex + E+ 0 Va )' 


p=® 


1 
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PSX ME ME 
Der Wert der Konstanten F ist leicht darzustellen. Es ist für 


zu 1 abnehmendes s nach $ 43 














p,m n=1i 
N) 
&(8) 
1 
ee) 
und 
1 
DI ae &(s) 
u 
Erd 1 = C an Ho) 
wo 
lim g,(s) = O 
De! 
und 
lim &,(s) = 0 
a! 
ist; daher ist 
een 
ee N 
Nach (1) und mit Rücksicht auf 
log» _ ee 
pr 2 ve o(l) 
e pm 
Bee 
nebst 7 
I ü 
> - =loge+(+o(l) 
ER! 
ist 
n- rt Dior + > OS. Sea 
p” n 
nl D=EL „m 
5 2 





= Bo gar 





logp 
—E— +2 ol) 
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a x es ist die Reihe 


Be E_ +2; Sn 


n=1 
konvergent. Nach dem Stetigkeitssatz Dirichloitit Reihen ist also 


log p 
A PT 


RN u SER 
ee Ser 


p 


also für alle q infolge (1) 


Sr -lge-C- Done, 
p 


p<sx 


was sich wegen 


>: log p -S LH 0 Sonn n 
p(p—1) pr(p— 307 
p< p 


n=xXx 


auch so schreiben läßt: 


Der - lege — UÜ+0O (Derz a)‘ 








st N I 
und 
lim (log x — DER) 
= be 
denselben Wert haben. 
Für 1 
PST D 
ergibt sich % 
In) —9(n— 1) 
Pr us nlogn u. 
| 
N 1 1 1 (ee 
IE ogn 
ErSBe log n +Do( ee 3 en I x log x 


& = 'Yio n 13, —— 
= loglogr + A, + (+ Io ol“ = u Vioga), 


n=2 
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p=X ps® p=x 











also nach der obigen Rechnung 
= loglogxe + b+0 (e- Viog «) 


= loglogx + D+ Ol: 7) 
für alle gq. 
Ebenso behandelt man allgemein eine Summe von der Gestalt 


EICH), 


p=<® 


wo die Funktion F(u) für alle «> 2 so definiert ist oder definiert 
werden kann, daß sie z. B. folgende Bedingungen erfüllt: 


U . . . 
ur? ist von einer gewissen Stelle y an, welche ganz und 
> 2 angenommen werde, positiv, niemals zunehmend und hat für 


“v= % den Limes (0. 








9. ji FW) Eu 
.) lgu 
Y 
divergiert. 
n () 
% —- og U 
(2) ‚feu, „e Viogu du 
eh 
konvergiert. | 


Alsdann ergibt sich nämlich, wenn x von Anfang an >y an- 
genommen wird, 


SD F(p) = Pi (P) + DIF(p) 





pP=<S% Yzsp=Sx 
—= >’ F(p)+ Dom - De 
p<y n=y 











Fin) , I I —\ (Fin) Fin-+1) (2 Vioeep @). 
De nt N 
n=Y N 


Hierin ist 
x 
F(n) 


log n 
n=Y 








log u IoR Ar 


— 4; ae "rw du + (sr =): 
: | 


Ferner ist nach der vorausgesetzten Konvergenz des Integrals (2), 
dessen Integrand positiv ist und niemals zunimmt, 
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(3) lım we Viog u 


umax 


Nach der Identität (w>v>2; e v ganz) 


20 
log u 


u hie) 


w 





Yan FW Fn+1 Fn)[, „- Vienna: 
Dine7 Viog (me are SE (ne Vlog (n — 1)e- Vlos( i) 
F(v are rg Fw-+1 Hi: PR 
Ha Nee 3 


und mit Rücksicht auf 


1 A "d ar 
Henyi _ ne - Viog: 
ne Vlosen — (pn — 1)e- Vlosm-1) [le Viogu) du 


n—1 
n 


18, —— 13,—— vi. 

A HA 1: 3 Vlog us 2STE 
it (« } Bee Vlog u 12 du 

: log!? u 


n—1 


— () (e -Viogn) 


= oem tn) F(n +1) e 
Dolne Air Me  logn+ 5) = 4, 


sowie (3) ist 





n=Y 


konvergent und 


1 \/Fn) Fanti) xe- VioRz Fig) 
Dolne Kal > + ol log = ) 


Nn=Y 


Br Ze tel LER: 02 a 











logn logn-+1) log x 
n=x2+1 ‘ 
a OFEN B + of 
n=x+1 





1) In der Tat ist unter jenen Annahmen, wenn G(w) den Integranden be- 
zeichnet, für u > 2y 


u 


fsoaw2%6w, 


limuG(u) =0. 


u=% 


w| 8 


also 
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p=<®x 








F F' ee Ta 22a 
= 22 ae of ae Viogu du die Ol? e- Vlogz o- Bres) 


°F w, 
log u Fr 


-=4, +0 -Viogu e- Viogu Ay + 0 (e-Vise) 


log u 


See ler; r es: Vresdu) + Ole- Vie) 


44 0(e er). 
Daher ergibt sich 
D’ Fo) - du + 4 + Ole Vor). 


p=X 





In unseren obigen zwei Fällen war 


F(u) we log u 
und 
Fu) = 
8 56. 
Über Summen der Gestalt I F(p, x). 
py<ar 


Allein unter Benutzung des Primzahlsatzes, d. h. von 
er) mx 
(ohne die genauere Restabschätzung) soll nunmehr zum Zwecke 
einiger Anwendungen (bei denen es mir nur auf die Ermittelung der 
höchsten Glieder ankommt) der Satz bewiesen werden: 

Satz: F(u,&) sei eine Funktion der zwei reellen Argu- 
mente u und x, wo 2<u<x ist, mit folgenden Eigen- 
schaften: i BR 

era), > 0, 

2. Bei festem <> 2 nimmt 

Fu, &) 
log u 





von w=2 an bis w=rxr mit wachsendem ua niemals zu. 
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DOHSMRT 





F(2, x) — er? 
2 


F 
Zrwanf dan 


PZEX 


Dann ist 





Beweis: Es werde 
a) =x+xXeEl) 


gesetzt, wo also 
e(x) = o(l) 


ist. Dann ist für >2 


Li an —1 
DIR (2,2) = -> m) er )F(n, x) 


p=sx 


: 1 Ya IE n—1 T 
Da 2 + EEE 





F(x),a) 











x z—1 
ES: F(n, &) F(n,x) Fin+1,a) F'(2, &) 
a logn + Dnen)( logn log(n-+ nr log 2 +[#le (=) log [«] 


n=2% - 


Nach den Voraussetzungen ist 


£ F(n, x) ee =) ie ®) 7 en "Tr, Fa 


rn log 2 log u log u 








n=2 


Nach Annahme von 6 >0 ist für alle «> o = o(Ö) 

















12) <, 
also für >23, 2>o-+1 
B>20 (de — Ze) 4 (oje 
<0(F8, + D n(iogn — Kemer) + Oel Tepe 
= Dash O(FR, 2) 





Fu, &) ln, &) 
a [Ana du +0 Joa 
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pSE 


da dies für jedes d>0 gilt, ist 


z2—1 

Fin) Fan-+1,x F([x], &) Sn %) 
Drnem( legen en) + [# [x le ([2])- log[«] ee du. 
n=2 5 

















log u 


Daher ergibt sich 


Dr, x) R "Tr, ER u+o To, &) 


log u log u 


fe Du, 
log u 


Hiervon mache ich folgende Anwendungen: 

I. Die Anzahl x,(x) der Zahlen bis x, welche aus zwei ver- 
schiedenen Primfaktoren zusammengesetzt sind, ist gleich der halben 
Anzahl der Lösungen von 


(1) pga<e, 





PSX 





wie behauptet. 


wo 9,g verschiedene Primzahlen sind. Also ist offenbar 


27,(&) - > a{ 7) - Wa); 


p<sX 


denn 


p<x 


ist die Anzahl der Primzahllösungspaare von (1), wobei nicht p+4q 


_ vorgeschrieben ist, z(Yx) die Anzahl der Lösungspaare, wo p = q ist. 
Das gibt 


@ Im) = Dr(z) + 0(,) 
Auf Bi 
F(p, %) eu; = (-,) 


passen offenbar die Voraussetzungen des vorigen Satzes. Denn 
1. Es ist stets für 2<u<e 


()20: 
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. . & . . 
2. Bei festem = nimmt x(-) ,‚ also a fortiori 


mit wachsendem « > 2 niemals zu. 


3. Es ist 


d.h. 





x x 
x =(..) 
lege of u du, 


wie sich zugleich mit der weiterhin erforderlichen asymptotischen Ab- 
schätzung von 


ergeben wird. 
Es ist 





_ ao) _ dv 
log x — logv v? 


Nach Annahme von d > 0 ist fürrv>o=.(Ö) 
‚ 2 ® 
JOEr aeır 


logv’ 
also für > 2o 








x x x 

| 2 F} | 2 

| [2 | v 

| ee) aa | logo dev, Br log v dv 

| logx — logv v*® log — logv vo log2—logv »?’ 
3 | 

|o (0) | w 


2 VERBe 
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he er ERTL Ne r: 

Pi ® | & 

r2 5 | 3 
| r v | v 

nv) dv logv dv log v 

Be; v2 -/ loegx — logv v? ı< log x — logv - = Ak: an: 
> > PR 

wegen 


logxz—-log2 


3 2 = 
0 EN RAN ML BE 
log2— logv v2 w (log x — w) 
2 2 


log2 





logx—log2 
1 


1 1 
= = Fe ) Eu 
g2 


{log (logx — log2) — loglog2 — loglog2 + log(logx — log2) } 

















er 
2 log log x 
log x 
' ist daher für alle hinreichend großen x 
3 
| | F 
| awW) dv 
| log 2 — logv v® 
- —— —— -—-1/<0 +0 
2 ® £ | 
logv dv | 
logx — logv v? | 
= 20, 
d.h. 
ie ii 
| 2 2 
ı(v) au = Jogv dv 
log — logv v? logxe — logv v? 
B 2 
| 2 log log x 
De 4 


x x 
n (=) 2x log log® 
wien ; du m N, Se TETE 
ogu 08% 
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Nach dem vorher bewiesenen Satz und der Identität (2) ist also 





& log log © 
R,(R) D Pan 





Il. Es sei ebenso x,(x) als die Anzahl der quadratfreien Zahlen 
<x definiert, welche aus v Primfaktoren zusammengesetzt sind. Dann 
behaupte ich, daß 
1 © (log log a)” "' 
— 1)! log & 





7,2)» 


ist, und werde es durch vollständige Induktion beweisen; für v—1 

ist es ja der Primzahlsatz und für v» = 2 soeben schon festgestellt. Es 

sei für 1,2,---,v(v >2) wahr und soll für v» + 1 bewiesen werden. 
Es ist offenbar, wenn die Anzahl der Lösungen von 


prY<« 


abgezählt wird, wo Q eine beliebige quadratfreie aus v Primfaktoren 
zusammengesetzte Zahl bezeichnet, diese Anzahl einerseits 


I=6). 


p<® 


7 (v = 1)r,,1(%) er 9@), 


wo 9(x) die Anzahl der Zahlen <x ist, welche v — 1 Primzahlen je 
einmal und eine genau zweimal Enkel Für g9(&) ergibt sich 


@)-0 2 7,_,(=) 


andererseits 








ps 2 
— 02 Der (3) 
Vi 
» & (lOg 100% 
02 = 
n= 5 
Ye 
= 0| (log logx)’- 23 a 
n=1 n*1og 


also wegen 
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er p<zx 
zZ 1- x 
x Vz x 
% 1 t 31 
A DH irn 
sei N log 9 n=1 log — 
172% n=Vx+1 





x (log log x)" ” 
g(8) = ofen log ® ) 
= 0(2,%)); 


+ Da.» I r,(2)- 


p<® 


Nach dem allgemeinen Satz am Anfang dieses Paragraphen, 
dessen dritte Voraussetzung durch das im Verlaufe des Folgenden sich 
ergebende Resultat 


x (log log x)’ =! AR or e) 


log & 


daher ist 








auch gerechtfertigt wird, ist also 


x 


(+ ee je ne) in 


,(v) dv 
(3) = eh log — logv v? 
P) 





Eee 
Ren v (log log v)' dv “7 


(v—1)!logv» (logx — logv)v?’ 





’ 


1) Diese asymptotische Gleichung ist wie oben beim Problem I. zu recht- 
fertigen: Wenn ö >> 0 gegeben ist, so ist für v>o = o(Ö) 


v(loglogvpr-1 v (log logv)r-1 


NEE w—1)!logv | Be : 











v(loglog v)r - 





also der beim Ersatze von x,(v) durch 


log — im Integralvon (3) gemachte 
Fehler absolut genommen @—M!lo 


wo] 8 





ns 3: v (log log v)’ "dv 


Sr (v — 1)! log v (log x — log v)v?' 


08% 
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% | 
P—YI@r dm, (log logv)""1dv 
Se vlogw (log x — log v) 
logx—log2 
_ f lee’ waw 
,J) wlogx — w) h 
log2 
logx —1 
log’ "Twdw (log log x)” =! 
= = ol\g208: 
w (log x — w) log x 
logx —1 logxe—1i 
1 log’ tw 1 log’ Iw ! (log log)" "! 
u a wi ne a dw + o( log 
1 1 
Hierin ist das erste Integral 
logx—1 
log’ en 1 N 
il. DEN (log (logx — 1)) 
1 
hi 
» — (log log %) 
und das zweite Integral 
logx 
logx—1 ER, log —1 
log" "Tu log’ "w log’ "1w 
I (Eau | en 
1 1 logx 
2 
logx—1 
RAT (log log in u (0) i dw 
=0 (log Es + log’ (logo — „ log) re, 
logx 
2 


wo 


0<o<i1 


ist, also wegen 





Ü 
nebst 
log —1 
} 
/ dw 
Jlge—w 
log x 
2 
o log 
logx—1 
log" "tw 





log — 











log” -!(log x — = log x) © (log log x)" =! 


log x 


2 





08 gr — (log — 1) 


)- 
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p=% 








Zusammengenommen erhalte ich also 





PN! FDm,,ı®) N © Mi 1) (log 108 ©)" 


& oe 


1 x (log log x)” 
2,1) = 052 ? 





was zu beweisen war. 
III. Es sei o,(x) die Anzahl der Zahlen < x, welche durch genau 
v verschiedene Primzahlen teilbar sind, wobei jede in beliebiger Be 
fachheit auftreten darf. Ich Dhannie, daB 
1 log 1 hr 
(4) One 


log & 





ist, also denselben ea Wert hat als z,(«). 

Es sei o,(2) die Anzahl der Zahlen <x, welche aus v Prim- 
faktoren bestehen, wobei mehrfache en in. ihrer Vielfach- 
heit gezählt werden. Ich behaupte, daß auch 

v—1 


x 1 & (log log «&) 
(8) (0) » (Wel)ı ee a 





ist. | 
(4) und (5) beweise ich gleichzeitig durch vollständige Induktion. 
Für v=1 sind die Behauptungen wahr, da 


0,(%) Fr z(%) 

R = 1,(%) 
| 9,(2)= nee) + r(V%) +a(VR) +: 

u r(X) 

— (8) 


ist. Es seien (4) und (5) bis zu v bewiesen. Dann ergeben sich 
diese beiden Relationen für v + 1 folgendermaßen. 

1. Es enthält jede aus v + 1 Primfaktoren bestehende Zahl, wenn 
diese nicht alle verschieden sind, 1 oder 2... oder v verschiedene 
Primfaktoren; daher ist 


0<0,,.,.@—-%,,,@) 
<a) re @)+:-:+0,%) 


x x x log log «x & (log log x)” ) 
= Aller leer ++ 0 Tg# 


E (log log a 
= OÖ a a Ze 
log x 


FE or, M), 








14* 
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also 
6,41() jr ",41(%) 
: (loglogm)" 
v| log x 





2. Jede der o,,,(x) Zahlen, welche durch genau v + 1 verschie- 
dene Primzahlen teilbar sind, enthält entweder jede in der ersten 


Potenz (ist also bei x,,,(x) berücksichtigt) oder sie hat die Gestalt 3 


pr, wo «>2 ist und r-durch genau » verschiedene Primzahlen teil- 
bar ist. Die Lösungszahl von 


per <% 


bei festem r, wenn obendrein die Primfaktoren von r auch noch für p 


zulässig sind, ist Ve SIR 
Ve) +-V + 
-o(V}): 


und es ist natürlich eine absolute Konstante A derart vorhanden, daß 
für jedes x > 1 nebst jedem r<x 


-(V7)+(V)+<aV; 
ist. Daher ergibt sich 


0 = 0,41(2) — u) 


<o(Ve I Z;)» 


I; 


wo r alle seine Werte durchläuft, deren Anzahl 


0,2) = 0 (* 8 e) 


ist. Also ist für z>1 \ 
1 e,m)—e,n—1) | 
reg Vr 2° Vn 
4 Bons? 0%) 
PAIN: 


I = od" (log log n)r 1 = EB ze: See 


log n log x 








n? 


RP 
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(log log ae 1 Kelele) 
3 0 fresmr Vulog u Rah Be: log x 





- 0((log log)” =! 2 =) As or log 23 





} Vu log u log x 
Hierin ist 
x Vx 
SR = 
ee BAT 
! V ulogu Gas 
Vx 
a 
>) logv 
vs 
- (8), 
- . 08% 
dies liefert 
Sı-0 He log 2) 
= Fe - 
— Vr 08% 


folglich 





} x (log log x)’ —' 
0,412) — 7,418) = o( log x ) 


0 (2,1 (2)), 


9418) OR) 


1 zlogloga” 
v! log x 





SR 
Die nte Primzahl ».. 


Schon in $ 4 war hervorgehoben, daß mit dem Primzahlsatz für 
alle &>0 die Gleichung 
lim (z(1 +98) -— a) = 
also > 


var 
im. 2241 
nz=o& n 


bewiesen ist. 
Ich behaupte genauer den 
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Satz: 





3 pP 
lım | 2] 
vg,Nn., 





Die nte Primzahl ist also asymptotisch gleich n logn. 
Beweis: Aus 


folgt, wenn p, für x eingesetzt wird, bei ganzzahlig ins Unendliche 
wachsendem n wegen 





7(p,) = N 
(1) ir abe 
nm #0 


N 


also 
lim (logn + loglogp, — logp,) =. 


Nn=ZRX 


A fortiori ergibt sich, wenn die Größe unter dem Limeszeichen durch 
log p, dividiert wird, 


7108 loglogp 
lım ( re N — 1) = (0) 





en OR PR, logp, 
und.edas Du 
. loglogp | 
im eV) 
ne 0 
ist, 
. _ logn 
a ee 


folglich, wenn (1) mit (2) multipliziert wird, 
a e 


? 


N = & n 
lim —r_ —1, 
non logNn 


wie behauptet. 
Aus 


folgt ebenso 
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P, 
log P, (1 - ae og? 2); 
1 
(3) Dar (1 200 ()) log», ; 
wegen 
a 
ne nlben 
ist | 


log p, = logn + loglogn + o(1) 
log log n 


—logn (1 380 len ae Kerle 


also, wenn dies in (3) eingesetzt wird, 


re (1 I (es 2) log n (1 2: ae ; 2% (Kar) 


| loglogn LEN) 








—=n(logn + loglogn + O()). 


Diese Rechnung kann man unter Benutzung der weiteren Werte 
von g in 
r g—-D!x % 

z(8) = ER r PRF % RE EH; log? x % Or 
fortführen, was keine Schwierigkeiten macht, sondern nur zu kompli- 
zierten Reihen von Zahlenkoeffizienten führt, deren Rekursionsformeln 
man aufstellen kann. 





S 58. 


Verteilung der Primzahlen bis 2x auf die zwei Hälften 
des Intervalls. 


Eine alte Frage bestand darin, ob es zwischen 1 und & (inkl.) 
oder zwischen & (exkl.) und 2x (inkl.) mehr Primzahlen gibt, mit der 
Vermutung, daß die erstere Zahl für alle hinreichend großen & 
überwiegt. Diese Fragestellung verrät schon gründliche Kenntnis 
der Primzahlverteilung. Denn die beiden in Betracht kommenden 
Anzahlen x(x) und z(2x) — x(x) sind nach dem Primzahlsatz asym- 
ptotisch gleich, da 


x x 
(2) = log : x ob I -) - 
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2% x 4 x 
Dre ar: ia ah 1 a ei ELEENE 
(22) - (a) log (2 x) 70 Ver 3 log x an (vor 2 
2% % x 
ae ee 


%C 


x 
log SR (De .) 


ist. Erst schärfere Sätze als der Primzahlsatz konnten die Lösung 
des Problems liefern. 
Aus 





x x % 
ı(%) 7 log x 3 log? x + B Rn z) 


folgt nun in der Tat 


(x (2%) — n(a)) — a(&) = (28) — 2x8) 





ae ah Ce 
logz-+log2 ' (logx-+log 2)? ' log? x log x log? 
2X 2log2-x 2% 2X 2x 











22 alogs.a 2m. 1 
log log?’ x log’x logx log?’x g (ne x 
2log2-x ( X 

, 


lg’e log? x 


lim (x (22) — 2x(a)) = — ©, 


womit entschieden ist, daß von einer gewissen Stelle x an das Inter- 
vall (1... x) mehr Primzahlen enthält als das Intervall (x --- 2x). 


$ 59. 


Anwendung der Primzahltheorie auf den Verlauf der 
Funktion y(%). 


Für die Eulersche Funktion ganzzahligen positiven Argumentes 
p(x), welche die Anzahl der bis & gelegenen, zu x teilerfremden po- 
sitiven ganzen Zahlen bezeichnet, läßt sich, was die obere Abschätzung 
der Größenordnung anbetrifft, offenbar nichts genaueres als 


p(x) = O(a) 
und 
lim sup 2 =: 


aussagen; denn es ist immer wieder einmal — nämlich für Primzahlen — 


o(a)=x—1. 
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Durch Anwendung der Primzahltheorie, bereits in dem elementar 
‘ erhaltenen Umfange, läßt sich p(x) auch nach unten mit einer ele- 
mentaren Funktion positiven Argumentes in Verbindung bringen, 
durch den 

Satz: Es ist 


lim inf — 7 ya le 
log log x 


wo C die Eulersche Konstante bezeichnet. 
Beweis: 1. Ich behaupte, daß es zu jedem 0 > 0 und jedem $ 
ein <=x(d,8) >35 derart gibt, daß | 


DT 
ya) <ArIe N log 
ist. 

Ich verstehe nämlich unter & bei noch zu bestimmendem n das 
Produkt der n» ersten Primzahlen 


u —= PıPa ale "Pn 


- Un; 


dann ist 


px) = «EL = =) 


also nach der Schlußformel des $ 36 für große n, d. h. für in unserer 
Zahlenfolge unendlich wachsendes x 


e 
aa N ES Areas 
Wie hängt nun 
ker y(&) re Pn() 


n 
log x = > log p, 
0-1 


—9(p,) 

er 9), 
also für alle in Betracht kommenden x (= 2, 6, 30, 210, .:-) bei pas- 
sender Wahl zweier positiver Konstanten «& und ß nach $ 18 


| elogx <y<Ploge, 
log « + loglogx <logy< logß + loglog, 


von x ab? Es ıst 
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folglich 
log log x » log y. 


Also ist für jene speziellen x 


pla) o are ne 
d.h. nach Annahme von 6 >0 und & für ein 2=x(d,8) >$ 


SAN Heel 


log log & 


2. Ich behaupte, daß es zu jedem d>0O ein &=5(ö) derart 
gibt, daß für alle >85 


pl) >(1 — d)er® 


log log x 


ist; ö darf < 1 angenommen werden. 
Es sei, in Primfaktoren zerlegt, 


= Jlr'r- 
»|® - 
SEHR 3) 


px 


Dann ist 


Dies Produkt zerlege ich in zwei Teile: 


© -II6-ITG-3) 


p<slogx p>logx 
p|z p|z 


=hllle 


Unter II, bzw. II, ist natürlich 1 zu verstehen, falls x keinen Prim- 
faktor = log x De >logx enthält. 
Für II, ergibt sich > 


1 
EEE 3 
| = PL 
p<logx 
N 
log log.x 
also von einer gewissen Stelle an 
S 1—06 en 
RE 2 loglogx 


1— 
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Für II, ergibt sich, wenn y=y(zx) seine Faktorenzahl Deren 
NY 
Ihn.) 


Jbgx 
ae log log x’ 


Nun ist für 2>3 


) 
| 
\ ı das Produkt von mehr als Dir “_ oberhalb log x gelegenen Zahlen 
05% 
REEL 
E (log A 10 X 


ist. Für <>3 ist also 


ER = (1 3 ii 


log x ir 
A= eloglogx log log x 








leer logx 


folglich von einem en x an 


Für alle x >58 = &(6) ist also 


on -IJ, el 


1—6 Br d 
= d log log x (1 a 
nn 





BG 
TE (1 SR har 
pl) >(1—d)e Ark 
‚womit der Satz vollständig bewiesen ist. 


Ss 60. 
Anwendung auf den Verlauf der Teilerzahl (x). 


Wenn (x) die Anzahl der ganzen positiven Teiler der ganzen 


positiven Zahl x ist, so ist — umgekehrt wie bei p(x) — nach 
unten die Abschätzung trivial, da immer wieder einmal — für Prim- 
zahlen — 1(a)=2 


ist. Nach oben gilt nun der 
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Satz: Es ist 





lim sup BT a log2, 
FA log log & 
d.h. 1. füreinzu d>0,&>0 passend wählbares x = x(0,8)>& 
rn ni 
EG) > 2 loglogx ‘ 
2. für ein zu d>0 passend wählbares &=&(d) und alle 
ganzen >$ a 
ee Fe 
1(2) = De oglogz, 
Beweis: Für 
<= [Ip 
p|® 


ist bekanntlich | 
t(&) - /[, +1). 
p|x 


1. Es sei nun speziell x das Produkt der » ersten Primzahlen: 


C=P Dur 
also für 


Verne 
log x = #(y) 
»Y, 
n=x(P,) 
= x(y). 


z(z) = 2", 
log (x) = nlog2 


Dann ist 


log x 


log? log log’ 


also nach Annahme von d>0 für unendlich viele unserer speziellen & 


logx 
loglogx 


22), > Dt 


2. Es sei d >00 gegeben; wir wählen & und n so, daß 


DIE 
und 
& 


1+: 





O<n< 


» De nn 7 
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ist. Es sei x irgend eine ganze Zahl >53. Es werde zur Abkürzung 


ao) (+ 


glogx 
2 —= 2x) = (loge)!-" 


und 
gesetzt. Wegen 
ee) He—n(l-+e) 
el. 
90 — el -n)(i+2)log2 


(x) = //(,+ IR 


p|x 


ist 


Es ist 











In II, ist, da für alev>1 





ist, jeder Faktor 





also ıst 


II, hat höchstens 


1-7 





(log x) 
a(2) > “K —- n)log log x 


Faktoren; jeder Faktor ist 
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daher ist, weil 





DER 
bei festem ® das Maximum 
1 
eolog 2? 
(bei ER 
er olog 2?’ 
Wurzel von 
PRLER, = 
da „yuo 
1 uo log 2 
| RT, ) 
hat, jeder Faktor 
1 
rn eo log 2 +1; 
folglich ist 
log II, < 108 (sa Et 1)2(2) 


dog 2)" " 
(1— n)loglogx 





o log loglog.«- 


= log & 
72% a: -) i 


also von einem gewissen x an 


logr(x) = ologx + log II, + log I, 


log x 
n (1 + .&)log 52 it Ger og loge 
A log & 
> d+ ö) log ir log’ 
$ logx 
t(%) < a Voglogz, 


was zu beweisen war. 


S 61. 


Anwendung auf die Maximalordnung der Permutationen 
gegebenen Grades. 


Dieser Paragraph ist nur für solche Leser bestimmt, welche die 
betreffenden algebraischen Vorkenntnisse haben. | 

Die Ordnung einer Permutation »nten Grades, d. h. der Exponent 
der niedrigsten Potenz einer Permutation von % Elementen, welche 
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_ gleich der identischen Permutation ist, ergibt sich bekanntlich auf 


folgendem Wege aus der Zerlegung in Zyklen ohne gemeinsame 
Elemente. Da die Ordnung einer zyklischen Permutation gleich der 
Anzahl der Elemente des Zyklus ist, ist die Ordnung einer beliebigen 
Permutation gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Glieder- 
zahlen der Zyklen. Fragt man also nach derjenigen Permutation 
(oder denjenigen Permutationen) von n Elementen, deren Ordnung 
möglichst groß ist, anders ausgedrückt, nach der Maximalordnung der 
zyklischen Untergruppen der symmetrischen Gruppe von n Elementen, 
so hat man zu untersuchen, welches bei allen Zerlegungen der Zahl n 
in positive Summanden 


der größte Wert des kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Summan- 
den ist. 

Das Maximum des kleinsten gemeinsamen Vielfachen von a,,Qs, 
+, d, bei allen. möglichen Zerlegungen von nno=1,2,:--,n po- 
sitire Summanden werde mit f(n) bezeichnet. Für die ersten Werte 
von n findet man 


f(2) -J# 2, 
f(4) ae, 
f(5) =; 
f)-12, 
Die entsprechenden Zerlegungen sind 
1=1, 
2—=2, 
3=3, 
Ar, 
5=2+35, 
6.1 ae oder 6 = 6, 
T=3+4, 


Hier sieht man schon, daß dem Maximum f(r) nicht notwendig. eine 
einzige Zerlegung entspricht. Unter den möglicherweise vorhandenen 
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verschiedenen Darstellungen von n als Summe von Zahlen, deren 
kleinstes gemeinsames Vielfaches f(n) ist, läßt sich aber auf folgen- 
dem Wege eine kanonische Darstellung hervorheben. Ist für 


n=4+t''+% 
das Maximum f(r) erreicht und ist einer der Summanden a in zwei 
teilerfremde Faktoren b>1, c>1 zerlegbar: 
DO, 


so bleibt das kleinste gemeinsame Vielfache aller Summanden un- 
geändert, indem man an Stelle von a schreibt 


b+c+1+1-+---+1, 
wo die Anzahl be— (b+c) der Einsen wegen 
bc b+))=(b—1)ce—)—1 
>1-.1—1 
=.) 


stets positiv ist. f(n) ist also auch bei einer passend gewählten Dar- 
stellung von n als Summe von Einsen und Primzahlpotenzen erreich- 
bar, wobei Primzahlen zu den Primzahlpotenzen gerechnet werden; 
von den Potenzen jeder Primzahl braucht nur eine, die größte vor- 
kommende, beibehalten zu werden, während die anderen ohne Ver- 
minderung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Summanden durch 
lauter Einsen ersetzbar sind. 
f(n) ist daher auch bei einer Darstellung 


n-Ip+1+1+... +1 


erreichbar, wie jede Primzahl höchstens als Basis einer Potenz vor- 
kommt und die Anzahl der Einsen > 0 ist; es ist alsdann 


fo) = Il. 

Diese Zerlegung von n ist nun (abgesehen von der Reihenfolge der 
Faktoren) eindeutig, da ja das System der Primzahlpotenzen p” ein- 
deutig durch f(n) bestimmt ist. | 

Das Problem ist also auf folgende Fornı gebracht. Es soll das 
Maximum f(x) der Funktion /Ip’ berechnet werden, wo die p” ein 
System von zu je zweien teilerfremden Primzahlpotenzen bilden, deren 
Summe nicht größer als die ganze Zahl « ist: 


Sp <a 
ll» = Maximum. 


$ 61. Anwendung auf die Maximalordnung der Permutationen gegebenen Grades. 225 

















Bei der unregelmäßigen Verteilung der Primzahlen kann natür- 
lich nicht verlangt werden, f(x) explizit durch x auszudrücken; es 
handelt sich nur um den Vergleich für = oo mit elementaren Funk- 
tionen. Wenn noch else re, 


gesetzt wird, so besteht der 


Satz: 1 ae 
x=o Vxlog x 


Beweis: Es ist offenbar hinreichend, zweierlei zu beweisen: 

1. Wenn von Anfang an möglichst viele Primzahlen genommen 
werden, so daß ihre Summe x nicht übersteigt, d. h, wenn y=y(x) 
die größte ganze Zahl ist, bei der 


Dy=x 
psy 
ist, so ist nach Annahme von d>0 für alle hinreichend großen 


mes) Siogp> a 2)Valoge. 


p=y 
2. Nach Annahme von 6 >0 gibt es ein &$=£(d), so daß für 
alle © >58 und jede Zerlegung | 
z-Dpw+1+...+1 


Dlog(pr) < (1 +8) Vrloge 


ist. 
In der Tat bedeutet 1., daß 
lim inf —I® _>1 
2=o log’ == 
ist, 2, dab 
2 Se lım sup EIOB =] 
2=o x log x ur 


ist, also beides zusammen, dab 
no 
“Ss VEloB% 





ist. 
Aln x 
(1) Dpy>e 


genügt die eindeutig bestimmte ganze Zahl y von einem gewissen x an 


der Relatı nel 
er Relation y> (1-2) Valoge. 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 15 
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Denn es ist! 


>» -2em — an —1))n 


-Na(n)(n- a+D)+=() (+1) 


N! 


-_ >10 +=@)(l2]+D), 


also wegen 








n=ı e 
2 ’ 
2 
a” X; u 
2 1 
= 5 du 
2 logz EP, Du 
2 
e? 2 
 2logz r 0 (2 log? ) 
2? 2? 
2logz +0 
2? 
2 log z 
2? 2 
» N 7 3J0g2 ar 
—— 2° . 
 2logz? 


für 


»-(1- s)Veloga+ 1 


ist also, 0 < 6 < 2 vorausgesetzt, ? 


<a, 
1) F(u) = u gehört nicht zu den in $ 55 behandelten Funktionen; natür- 
lich ist es nur ein Typus einer anderen mit denselben Mitteln angreifbaren Sum- 


mandenklasse. 
2) Was erlaubt ist. 
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so daß nach (1) für alle hinreichend großen x 
Ö 
y+l1l >(1 -5) Vxelogx +1, 


y> (1 = 5) Vxlog« 
sein muß. 
Daher ist 


Slogp>#((1-5)Vrlge) 


P,=Y 
(1-4) Valogs 


also, wie behauptet, für alle hinreichend großen x 


\ Dlogp > (1-6) Yxlog«. 
p=y 
2. Es sei 2>1 und 
(2) Dt, 


wo die p” teilerfremde Primzahlpotenzen sind. Es werde 


lv 
in zwei durch |Yxlogx] geschiedene Teile zerlegt: 


Il» - II, I, 
r < V«log I, 
Velge<p<x 


ist und natürlich 9” nur die in (2) vorkommenden Primzahlpotenzen 


durchläuft. 
Zu untersuchen ist der Wert von 


wo in II, 


in IL, 


P Y 
log II, + log II, = Dlogk, + Dlog I, 
o=1 o=1 
wenn 


wo k, die p’ in IZ,, l, die 9’ in II, durchläuft und ß, y die Anzahlen 
bezeichnen. 
Es ist 


5", +2% I 


i5* 
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Ve 
yon’ 
also 
Y 
<= Dbge 
o=1 
= ylogxr 


Andererseits ist 
P 2 
DS, <Dlog(Vzlogx) 


— Blog (Yxloga) 
<(B + Y)log(Vrlog«). 


ß +» ist die Gesamtzahl der Summanden p” in der gegebenen Un- 
gleichung (2). Nun ist die Anzahl der Primzahlpotenzen bis 2 (inkl.) 


2 
DD —e 


log z 


Daher ist die Summe der Primzahlpotenzen bis z (inkl.) 


und die nte Primzahlpotenz 
(4) onlogn; 


beides ergibt sich wörtlich ebenso wie oben und im $ 57 der er 
weis, daß die Summe der Primzahlen <z asymptotisch gleich 5 
und die nte Primzahl © » log nr ist. Für alle hinreichend großen & 
ist also bei allen Lösungen von (2), wo die p” teilerfremde Primzahl- 
potenzen sind, die Gliederzahl 


B+HYr<@HV ia; 


denn die Summe von mehr als 


+ DV oge 


verschiedenen Primzahlpotenzen ist > der Summe der 





$ 62. Eine Eigenschaft der Zahl 30 und ihre Verallgemeinerung. 229 











ersten Primzahlpotenzen, und die höchste dieser Primzahlpotenzen ist 


nach (4) 
o(2+ ae es + log 
z (1 Rz S)Ve log, 

also ihre Summe nach (3) 


2 
(1 +5) x log x 


2-4logx 


8\2 
folglich von einem gewissen x an größer als «. 


Aus 


m 





P+r<sQß+ Vu; 


folgt weiter für alle hinreichend großen x 
log I, +loeg I, <(2+ Var log (Vx log x) +YV& 
ne (1 + 5) Vx log, 


also von einer gewissen Stelle an 


log IT, + log I, <(1+6)Yx log. 


S 62. 
Eine Eigenschaft der Zahl 30 und ihre Verallgemeinerung. 


Die Zahl 30 hat die Eigenschaft, daß in den (30) unter ihr 
liegenden zu ihr teilerfremden Zahlen 


267..11.418..17, 19.28.0989 


keine zusammengesetzte Zahl vorkommt, sondern abgesehen von der 
Einheit nur Primzahlen. Von den Zahlen &<30 haben, wie man 
sich leicht überzeugt, neun dieselbe Eigenschaft, daß keine unter & 
liegende zusammengesetzte Zahl zu & teilerfremd ist, nämlich — wenn 
die p(x) teilerfremden Zahlen <x in Klammern dahintergesetzt 
werden — 
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2er ll), 

ae (1), 

9 (1,2, 

vd (1, 3), 
7==02.(1,.0), 

oe 9 Ei, 
EFF ker He 

LBS DIAS 


= 24 (1,5 U 11, 18, 1101000 


Die anderen © < 30 kommen nicht in Betracht, nämlich «=5, 2 =17 
und alle späteren ungeraden £<(30 nicht wegen 4, schließlich = 10, 
t=14, 7-16, 2=20, = 22, 7=26, = 28 nicht wegen 9. 
Es besteht nun der 
Satz: Es gibt keine Zahl >30, für welche die p(x) — 1 
von 1 verschiedenen relativen Primzahlen” <x absolute 
Primzahlen sind. 
Beweise: Offenbar ist es nur nötig, zu beweisen, daß es für >30 
eine nicht in x aufgehende Primzahl gibt, für welche 
"<a, 
d.h: £ 
p<Yya 
ist. 
1. Unter Benutzung des in $ 22 bewiesenen Satzes 
Pa+1 < 2P, 
ergibt sich dies sehr schnell folgendermaßen: Wäre x durch alle Prim-_ 
zahlen < Vz teilbar, so wäre, wenn p, die größte derselben ist, 


2. %°Dy Sı 
P,+1 > V®, 
also 
I N PER 
<2p,'2P, 
—29,,4p,, 
PD Da 


ER RT ER" 
1) Zu &. ; 
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Es muß also, da schon 


2=3.55>8 
ist, 
v<4 
sein, also | 
e<p 
— 121. 


Unter den Zahlen zwischen 50 (exkl.) und 121 (inkl.) hat aber keine 
die Eigenschaft; denn dies x müßte durch 2, 3, 5 teilbar sein, und 
60 sowie 90 und 120 haben gewiß wegen der zu ihnen teilerfremden 
Zahl 49 nicht die Eigenschaft. 

2. Ohne Benutzung des obigen Satzes aus der Primzahltheorie 
geht der Beweis auch zu führen. Es genügt die Feststellung, daß 
für v > 4 
(1) EEE TEEN N 
ist; denn dann kann ja 

pP, SEP, 
nur für gewisse 
.<p, 
— 49 


2 RE (re e ar ER ; za} 


also, da rechts die erste Klammer höchstens so viele Faktoren hat als 
die zweite, 


bestehen.» 
Es ıst 


PHP, > ei er An) 
2 


(1) ist für v=4 und v=5 wegen 
112 < 2.3.5.7, 
1922.35, ll 


1) (1) ist nach dem Primzahlsatz von einer gewissen Stelle an reichlich er- 
füllt, da ja der Logarithmus der rechten Seite 


Ip) op, 
mv log V, 
der Logarithmus der linken Seite 


2logp,,, m ?logv 
ist. 
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richtig. Alles ist also bewiesen, wenn für v > 6 


pP, de -p y > P,+1 
Ba 
d. h., wenn für >3 
Pı Pa > Pair 
gezeigt wird, mit anderen Worten, wenn festgestellt wird: Es gibt für 
A>53 zwischen p, (exkl.) und p,:--p, mehr als A+1 Primzahlen. 
Es mögen die Zahlen 


pn 

betrachtet werden, wo ! die Werte 1, 2,.--,p, durchläuft. Ihre An- 
zahl ist p, und alle sind zu 9, :--2,_, teilerfremd. Durch p, kann 
höchstens eine dieser Zahlen teilbar sein, durch 9,,,, Para,‘ des- 
gleichen, da ja 

(EEE FE a 
ist. Wenn also 
(2) Pı "Pr S Paar 
d. h. 

RER < Pe 142 
ist, so ist jede jener p, Zahlen unterhalb p,,,5 gelegen, folglich 


durch mindestens eine der Primzahlen p,, 441, '*", Paz, teilbar; 
alsdann ist daher 


pP, <SA+2. 
Andererseits ist 
ll 
un 
also a fortiori für > 4 
Pp>A+Z, 


da der Abstand zweier konsekutiver Primzahlen von 3 an mindestens 
2 ist. Aus (2) folgt also 
no 


und somit wegen 
PıP3P; — 50 
Be 
u: 
1<B, 


was zu beweisen war. 
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Allgemeiner gilt der 

Satz: Bei festem r gibt es nur endlich viele Zahlen x, für 
welche alle p(x) zu & teilerfremden Zahlen <x höchstens r 
Primfaktoren enthalten (wobei mehrfache Primfaktoren 
mehrfach gezählt sind). 

Beweise: Es ist nur nötig zu zeigen, daß bei festem r für alle 
hinreichend großen v 


(3) P, her — Pı' P, 
ist. Denn jedes x, welches die obige Eigenschaft hat, ist durch alle 


Primzahlen p<''Ve teilbar, da sonst p’+! zu x teilerfremd und 
kleiner als &, ferner aus r + 1 Primfaktoren zusammengesetzt wäre. 
Für hinreichend große x ist aber, wenn 9, die größte Primzahl 
= ya ist, dies mit (3) unverträglich, also der Satz bewiesen. 

1. Nun folgt aus dem Gegenteil von (3) 

Pı 0, SP}, 
a 
für v>r 
29 <2p, pP, 2 Por 
Be ontar re rs, 

was für alle hinreichend großen v» nicht mehr möglich ist. Für alle 
v>N=N(r) gilt also ). 


2. Ohne Benutzung jenes Satzes aus der Primzahltheorie geht 
der Schluß so auszuführen. Aus 


Pı ar: "P, zum, 


@ Be = rd, 
il <pr+i 


+1? 


folgt 








pP, en 


es ist also nur. nötig, zu beweisen, daß bei gegebenem r für alle hin- 
reichend großen A 


Pı "Pi > Prr+1)a-+1) 
ist, d. h, daß Men 


(4) 1 I TERN 


für alle hinreichend großen A zu einem Widerspruch führt. 
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Die Betrachtung der p, Zahlen 
BF =1,2,..,9)) 


liefert wie oben, daß höchstens je eine dieser Zahlen durch 9, P,,»°** 
teilbar ist. Nach (4) ist also 


9», <Se+VYaA+1)—A 
=ri+(r+)). 


Dies steht aber für alle hinreichend großen A im Widerspruch da- 
mit, daß 


lim #2 — 0, 
also ’ 
lım —= 0, 
i=oP, 
limfi — 
A=00 ) 
ist. 
S 62. 


Über die Reihe >, . 


pira 


M diesem letzten Paragraphen der Anwendungen soll von einer 
Reihe mit komplexen Gliedern die Rede sein. Unter Benutzung der 
früheren Sätze (vgl. SS 18, 26, 45) 


Dr — logx + 0(1), 


e1+H)+0 für 20 
(also ohne den Primzahlsatz) wird sich die Konvergenz der Reihe 
1 
Zr 
p 


für 6=1 (exkl. s=1), d.h. für s=1-+ti, tZ0 ergeben. Es müssen 
einige andere an sich sehr interessante Sätze vorausgeschickt werden: 
Satz: Es ist, wenn die Abschätzung sich auf & bezieht, 


bei festem s-1+4 (20) - 


BE 1 1 1 
Di-- ee 
n=1 
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Hierin liegt übrigens enthalten, daß die Reihe 


AN 


divergiert, aber in einem endlichen Gebiete oszilliert: 
- 1 
Dal) 
n=1 


Beweis: x sei >1. Es ist nach $ 46 für o>0 exkl. s=1 


udu 
w-2. ee I a 


wu 


folglich für s=1-+ ti bei festem 20 mit Rücksicht auf 
2 Fa TER (O<O®O<I) 


fein: Zt (z Pi 


x 
du 
-6-2/% 
2-0 








&(s) Yi+ = Er te J m > 
ol) 


womit der Satz bewiesen ist. 
Satz: Für festes s=-1-+ti, 20 ist 


log n 1 t2>+logx% log x 
> et ee: engl « ): 


Beweis: Es sei x >1. Für o>0 (exkl.s=1) ist nach $ 46 


BEN N: logn 1 een lop el“ “ udu 
& (5) ZI > n° (s Det 1 [2] =" eg [2]! >53 fr . ut. 
NnN=X% 9 


1 
Sa ulgn +udu, 
+ 35 f (nt ur! ? 


n=Xt 0 
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hierin ist für s=-1-+ti, t20 
1 


rk) 


BEI (rt ot) + 06) 


24 Se + o(-8 =, 


er. 





2 logn -u)du _ log n 
> 5 LmG 0 > | BR 
(n + ut n 


n=X n=x 


womit die Behauptung bewiesen ist. 
Satz: Es ist bei festem t20 


log 
De 


p=Sz 


Beweis: Nach der für o>1 gültigen Identität 


ee 





&(8) 
oo co oo 
n” Mn” a 
n=1l n=1 n=1l 


ist für alle komplexen s und alle «> 1 


logn Sn} Er 


also nach dem ersten Satz dieses Paragraphen für s=1+ti, tZ0 


Sr - Zr (0- zn) 
a n=1 N 


Nn= = 











n=1l 
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Se > & 5 i: o(Lu(a)) 


ni 











A 1 H: 
—= &(s) > n 0 HE .O), 
Me 
folglich nach "a vorigen Satz 


E Te 
Ben; 12 2-1 el 








log x N An) 
le DD 
1 Er 


BE Erd 


ee rt 0) 
n=1l 











1 SR ol), 
also wegen Es) +0 
>40 r 01) 
folglich wegen EN 
ogPp _ 
Star - 00 
en 
a 
(1) z ne): 


Satz: Die unendliche Reihe 


1 
Dr 


p 


konvergiert für Bi und es ist 


> pitt 7; ri a: 


Er 





Beweis: Aus (1) folst die Konvergenz der vorgelegten Reihe 
nach dem zweiten Satz des $ 30; da er des damaligen Zweckes wegen 
bloß für reelle Reihen ausgesprochen ist, ist er hier einzeln auf den 
reellen und imaginären Teil anzuwenden. Genauer ergibt sich, wenn 

loo 
Da =9@) 
p=x 


1) Der nicht einmal in vollem Umfang zur Anwendung kommt. 
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gesetzt wird, die Restabschätzung 


>’, le 
pirti looen 





p>® n=x+1 
3% . 9@) 
= Dot) (1005 - Gern) mer 
n=xc+1 
© : i , 
en 02, (Kan  logn+ n) r Os) 
n=x+1 
1 
le 


Natürlich ist nach dem Stetigkeitssatz der Dirichletschen 
Reihen für festes s= 1 + ti, {20 und zu 0 abnehmendes positives & 


= tin (105 &(s+®) >; = urn) 


m= 


— log&(s) De Pa) 


Me 


£(s) E 


ist auch für s=-1+ti, t2Z0 gültig. 


d. h. die Gleichung 





ee 
2 





Vierzehntes Kapitel. 


Studien über den wu Beweis des Primzahlsatzes. 


Ss 64. | 
Direkter Beweis des Primzahlsatzes ohne den Umweg 
über 9(%). 


An Stelle des im zwölften Kapitel gegebenen Beweises des Prim- 
zahlsatzes läßt sich, von denselben Hilfssätzen des elften Kapitels 
über &(s) ausgehend, durch Benutzung des Integranden 


"108 £(s) 
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an Stelle von = & (8) 
s® &s) 
folgendermaßen der Be eahleste (in der verschärften Form) etwas 
direkter beweisen; allerdings werden dabei die funktionentheoretischen 
Überlegungen etwas schwieriger. 
Es bezeichne Z(s) diejenige analytische Funktion, welche für 
6 >1 durch die Dirichletsche Reihe 


> — = 1log&(s) 
mp 


p,m 
definiert ist. Dann ist Z(s) regulär in dem Gebiet des Satzes aus 


$ 48, wenn dasselbe zuvor von 1 — bis 1 geradlinig aufge- 


clog®3 
schnitten ist. An beiden Ufern dieses Schnittes (exkl. s= 1) ist Z(s) 
auch regulär und unterscheidet sich dort um 2x: derart, daß der 


Wert unten gleich dieser Größe plus dem Werte oben ist. Ferner 


ist für | >3, 1 — log?]i] <o<2 nach der Satz 


zo1=12@ +) +] au 





&(u) 
2 +ti 
<Z(2) + 2blog’|it|; 
da für 6 >2 
2 EAST) 
ist, ist also für 2] >3, 0 >21— KauN | 
elog?|t| 


|Z(s)| <A log? ||. 
Es ist wegen der Konvergenz von 


oo oo 


lat 1 26° 1 
nr. A Pc a, 222% a 


bei gerader ee knhahn 








2+i 2+8i 
1 2° . 
Ar Zo)ds-,;) 3 Zum 
2 —- wi 3—- wi M 
2 +xi 
Ns 
2 > = me 
DV M s? 
p,m 
2—- wi 
ER un: x 
ET: m 5 gm? 
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also Weg 
1 & 1. E u 
p"<x a 
Br 
1 
Zee is 5 Z(s)ds + 0(1), 
ER 
14 & Bi x 
PATH = mi log ir log m 
p<® p"<x pn <x 
mZ2 
Q 7 
= log 4, + Olloge I 1) 
p"<z pN<x 
mZ2 
Hl I 
+ = OB m 1% o(l ne x (Va) 
Det 
1 
- > log 08 en = O (logx- V&) 
pN<z 
2 +2°®i 
(1), - le Z(s)ds + O(Y« loge). 


Ich wende nun den Cauchyschen Integralsatz auf den Weg 
ABUDGHGEFA an, der aus dem Wege des $ 51 dadurch ent- 
steht, daß an der Stelle 


GEADETT 


clog”3 
erst an einem Ufer des Schnitts bis 

H=.1 
und dann am andern Ufer zurück bis @ gegangen wird, ehe der senk- 
rechte Weg weiter fortgesetzt wird. Hierbei kann ruhig in den sin- 
gulären Punkt 7 hinein integriert werden, da er nur eine logarith- 


mische Unendlichkeitsstelle ist, so daß für das Integral über den Kreis 
um 1 mit dem Radius ö von 1— d oben bis 1 — ö unten 


lim | 5 Z(s)ds = 0 
d=0d) ® 


ist. Dadurch erhalte ich für das in (1) vorkommende Integral 


EN 
= Je 
A F E G H (r D C 
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Hierin ist genau so wie im $ 51, da Z(s) einer ebensolchen Un- 


gleichung genügt wie dort en ; 


FH Fr fen Ole tee) 
A F E G D C 


und es ergibt sich vorläufig 


eh G 
Pi, 0 2 Ola. ; jr) ar im in nf: 
H 


p=<z 





. Re . . 
oder, da der Integrand sich um 2xi gan beiden Ufern unterscheidet, 


a 
Dlog, = Ole) He 
1 


p<Sx 
1— 





clog’3 


en - ds-+ olae-Yiez) 


r» 


Hieraus folgt weiter, wenn e 
8 = d(a) = e V'e* 
gesetzt wird, EEE 
s 11, —— 
SiogütD8 _ (ehtas4 Ole Ve) 
p<(l+0d)z = 
also durch Subtraktion 


logt+3) + Dig tt ee + Ole"), 


p<x ern 


log(1-+ö)x(x) _ ut —igds+ Olxe- ee) + OD" log (1 +0) 


x <p<s(l+d)z 











= re ig 4 Olxe- Y"s*) + 008. dx) 





1+ —1 92 
fo: I pas + O(!z). 


Landau, Ne, der Primzahlen. 16 
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Nun ist Harn en Mar lokschen Satz 


(1+ö%=1+0öds+ s(s — 1)(1+ @8)°-?, 


wo 


0<®—=9(,5)<1 
ist, also. für 2 <s=<1 
‚i4+9)% — 1] Sessel 


< 08, 
folglich 


af 


ke ran fi + | sfwar 


5 


— u ne 0 (6°?) 


— af + O(d’x), 





log (1 +6d)a(x) = fi + O(d?x), 


ö’x 


(x) = a „fire (er Tre) 


—-(1+ of a Ol 








log u 


l 
- je ae + 0(82) 


Da (ze Yiez) 
27 Ina F 


8 65. 
Über den Grad der Wurzel in der Endformel für (x). 


Es ist ganz unwesentlich, daß in der letzten Formel der Grad 
der Wurzel aus logx ein besserer (kleinerer), nämlich 12, ist als 
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beim ersten Beweise, wo in $ 54 die Zahl 14 herauskam. Denn, 
wenn es auf ein möglichst kleines p in 





(1) (2%) iin = o( xe Vios«) 


ankommt (wo natürlich für nicht ganzes y unter Vu (u> 0) der Wert» 
1 


u’ zu verstehen ist), so liefert offenbar die eine wie die andere Me- 
thode (1) für jedes >10. Denn die Zahl 14 war damals ent- 
standen, indem zu 10 sukzessive die größeren Zahlen 11, 12, 13, 14 
genommen waren; dies leisten auch 1O+z, 10 +28 10+38 10 +4 
für jedes noch so kleine positive & Ebenso kann bei der Methode 
des vorigen Paragraphen 12 durch jedes y > 10 ersetzt werden. 
Weiter als bis 10 kann man bei keiner der beiden Beweis- 
anordnungen in der vorliegenden Form kommen; denn, wenn man bei 
dem Hauptschluß des $ 5l, nämlich beim Studium des Weges DC, 


die Teilung der Strecke 3---x* durch eViosz bei vorläufig unbestimmt 
' gelassenem » bewirkt, so ergibt sich 


es Viogz x 


1 
f: ES clog? fi fa 
t> 
6} 


Viogz 


a 2 
= ein ), Al en) 


so daß offenbar v = 10 die günstigste Wahl ist, da für v > 10 


1 1 
gr 














für v<10 
9 1 
et, 
ist. Ein Blick auf den damaligen Beweis lehrt, daß diese Zahl 10 


als 9 + 1 hereingekommen ist, wo 9 der Exponent in 


1 
an rogsr 


ist; daß 9 auch in 





= 





io 
16* 


244 XIV. Studien über den obigen Beweis des Primzahlsatzes. 











auftrat, war ganz unwesentlich, da dort 


log” ze oT wi; — Ole-Viosz) 
gesetzt wurde und allgemein für o >O und jedes d > O0 
a +6 
log“xe ee 2 2ken, Viog) 
ist, wie groß auch A sei. 
Wenn also im Wortlaut des Satzes aus dem $ 48 bei der 


Kurve (1) die Zahl 9 durch die kleinere positive Größe ß ersetzt werden 
kann, in (2) die Zahl 9 durch A, so kommt für aley>ß+1 


du ei 082) 
"(%) finro wert 


heraus; denn der charakteristische Schluß, der zum ungünstigsten 
(höchsten) Gliede führt, lautet eben: 


I | 

| a "und oget 
Se - of 10 08 4 
D 


‚ Em, 1 
ER 
en. NE 
x log“ x n 
\ g / 


SHLEIS 
„Vlog® 


ir ST > 
ER d 
+1 dt 
= 0\ zlogizf x e dog)" a + O\ xlog*x = 
® . € 
: 


een 
„V!og pP 














Ms 
== en 2 Zu larere "iazz) 
RS IE 
— olee V!og ) : 
für jedes &>0. 
Es ist also für die Primzahltheorie wichtig, das ß in 


120) N: BR: 

57% —.blogdi für BES A 
zu verkleinern, wobei es ganz gleichgültig ist, wie groß dabei die 
Konstanten b, A,c werden, wenn es nur Konstanten bleiben. 
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Durch folgende Methode ist es nun möglich, das ß unter 9 zu 
verkleinern. 
Im $ 45 war folgende trigonometrische Ungleichung benutzt: 


3+4cosp + c0s29 >. 


Es sei nun 
IP) = AM, + a, C0Ssp-+ a, cos2p 
irgend eine Funktion derart, daß 


EEE URN 


ıgp)>0 
ist. Dann ist für &>0, 120 


und für alle reellen » 


Dr +a, cos(mtlogp)+a,c08(2mtlogp) 


mpm(l+&) 
EA+a) ste rtälelell+e +2) ee" - 
ru 





also 
1 


Go Ag ? 
EA +" +Ee+ 2) |” 
folglich, wenn b,, b,, - : - absolute Konstanten bezeichnen, die alle >1 
gewählt sein können, für (rer 13 0) 


do 


sı+terml> 


a 
& 1 


KAl+E.+W)|> WE 
b, Ei +e+ 2) = 
also ebenda nach dem ersten Satz des $ 46 für Oo<es<1l,1>3 
(2) Kate) > 
b, log”ıt 
folglich nach $ 46, (9) für O<e<1,1>35 
EAi+W> El +Ee+W)| — | el +Ee+t)| 


do 





gi 


= 





— b,e log?t 
b, log“t 


a, 
_ a 2a, + 


— A — b,b,e * log " 
b, logt 
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Wird hierin & durch 
dı—Go 2a, + da 


bebze = log“ t—1 
bestimmt, d. h. bei konstantem 9 <1 





El 9 
HET 
log ı 7% 
gesetzt, so ergibt sich für > 3 
. 1 1 
151 = ti)| > b, a 2a +0 | © 
log a0 My 
1 1 
5 Mat 


log 7% 


und hieraus nach der Relation (9) des $ 46 weiter für 
































1 1 
lin 9,200 + ee 2a0+@, 
ad, log 2 wet 2b, 0b, log) amaez 
EI > IE + EN —b,|o — 1|logt 
1 1 Ne: 1 
>, ats 3 Gare 
log 377 I 
1 1 
Id data, ’ 
log 7% 
“ 1 i 
für t>3, 1+ a, <eo<2 ist nach (2) 
2b, blog 7 
Il 1 
1591 > bb & („+ =) RR 
log“: a4, —4o or 
a, 1 
be ta ? 


log #7fert 
endlich für 2>3, 6 >2 
1 
868) > T 


1 1 
Dan 3 


log d, —Aog t 


= 





IV 
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zusammengenommen ergibt sich also für 

















1 1 
t>3,0>21-— ee I 
2d,b,log “mr 2b,b,log r% 
die Abschätzung 
1 il 
NOS 
log 290} 
g 0) 9 24, +4a 
S Ad — Gy 
7a < b, 10g t 
2a, +4 
= b, log "7%; 
d. h., unser $ kann 
_ 24, +9 
u — 
genommen werden, und es ist 
- Vioge 
() (0) = [je + ol“) 
für alle S 
y> tus, Fa +1, 
wenn nur q,, A,, a, drei reelle Zahlen sind, die den Bedingungen 
0<m,<a, 
(8) 0, 


a, + a, c0oSsp + a, cos2p > 0 
genügen. Es ist also (1) bewiesen für jedes y oberhalb der unteren 
Grenze von 24 +0, Rn 
a, —4, 
für alle Systeme a,, @,, @, welche (3) erfüllen. Welches ist nun 
diese untere Grenze? Sie ist jedenfalls < 10; dieser Wert entsprach 
der Ungleichung des $ 45, wo 
=, =-4,,-1 
ist. ® 
Die quadratische Funktion von 2 = cos 
9y)=Mm+ a 6085P + Q, cos2Y 
=w+42+4(2%#—]1) 
= (y,—%)+ ax + 2a,x°? 
at (©), 
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wo 


0<m<a, 
EAN 


ist, wird als > O0 für -—1< x <1 vorausgesetzt. a,—=(0 kommt nicht 
in Betracht, da alsdann 


-U)U)=- ma 
zo, 
also 
a? 
wäre; es ist also 
VO. 


1. Die Diskriminante D der quadratischen Funktion f(x) sei < 0: 
a — 80, — a,)<0. 


Dann ist 
8m, > a +8, 
a,(8a, — 6a, + a,) 2 a; — 6a,a, + 9a, 
= (a, — 34,)? 
zo, 
also 


dba +, >0, 
2, +% > 8(a, — @,), 


Dieser Wert 9 ist die untere Grenze im Falle 


D<O 
und wird wirklich beı 

a, = 3q,, 

= 50, 


erreicht, also z. B. (a, = 8) für 
9(py)= 17T +24 c0osp +38 c0os2p 
—= 9 +24x + 162? 
= (3 + 4x)? 
=D. 
2) Es sei 
DZ 
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dann muß jede der beiden verschiedenen reellen Wurzeln ER EH AB 
%, > X, sei) von 
fo) 0 


so beschaffen sein, daB sie <—1 ist. Denn f(x) ist zwischen 
ihnen negativ; sie könnten also nur beide <— 1 oder beide >1 sein, 


. . a . . 
und letzteres ist ausgeschlossen, da ihre Summe — 5, Negativ ist. 
i 2 


Es ist daher 


% <%g = ae ’ 
also, wenn 
Ze le 38 
N u=-1-5 
gesetzt wird, 
EN 0 A 
Nun ist 
Ay — Ag = 2AgX%y, 
a = — 20,(8, + 2%), 
also 


I, - Ta +,=a(9+ 152,2, + 142, +14, +1) 
— 20, + Tax, +72, + 92,8) 
— 204,5 - 7 — TE, —7—-78,+9+98, +98, +98, 8,) 
= 20(25, +25, + 95,5) 
>0, 
2a, +4, > 9a, — @,), 
2a, - ma 77>10 


rg 
>. 
Die gesuchte untere Grenze von 
2a, + 4% u) 
4 — 4% 


mit Nebenbedingungen ist also 9; daß sie erreicht wird, kann übrigens 
aus Stetigkeitsgründen von vornherein eingesehen werden. Ich habe 
damit bewiesen, daß für alle y > 9 


(%) file Io + o( Ce Vios«) 


ist. 
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Statt von einer quadratischen Funktion kann man allgemeiner 
von einer ganzen rationalen Funktion nten Grades 
fd) tac +: te," 
ausgehen, welche die Eigenschaften hat: Sie ist >0 für -1<zr<I1, 
und die Koeffizienten der durch die Substitution 
x = C08p 
aus ihr entstehenden Funktion 
9(9) = F(eos p) 
—= A, + 0,608 + a,c082p + "+ a,cosnp 
sind > 0, insbesondere dabei 
Dramen 
Dann ergibt sich für e>0, ıi=0 
ed +9 riglte+t)e.--|Eel+e+nti) & 
ao + a, cos (mtlogp)+---+a„ cos (nmtlogp) 
> = m(1+ 8) N == 
— ep, m mp 
21, 
BR Er 1 
‚sl Het) SW 
ga+a"|ga+e+ 219)". [Ei He+nig]|” 
also für O<e<1,1>5 


do 


gdı 


El er re 
b,. 10g A t 








hiernach folgt alles wörtlich weiter wie oben im Falle der quadra- 
tischen Funktion, nur daß a, -+---+6, an Stelle von a, getreten ist. 
Es ergibt sich also, daß 

| Mn enk an  ür 





gesetzt werden kann, daß also für alle 


ey 











Fe en at! 

2 Far 

Br a, —q, +2 
BER) 

"amt" 


4, — 4, 
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Ve 
ze Vlos= 
(a) = nt 
ist. | 
Es entsteht nun die Frage, welches hier für alle » das günstigste ß 
ist, d. h. welches die untere Grenze U von 


A ui u 
a, — 4% 

mit den Nebenbedingungen 

aQ+tqa,cosp+t::-+a,cosnpg >, 

<<, ,>0,..,0,>0 
ist, wo n nicht gegeben ist, sondern irgend einen positiv-ganzzahlıgen 
Wert bedeuten kann. Die Antwort kenne ich nicht, bin aber imstande, 
das obige Ergebnis U<7 schon durch Angabe einer kubischen Funk- 
tion zu ÜU<6 zu verschärfen: Für 


ei n=3,,=29),,=3,, =4, 0, =1 
g(p)=5 + 3cosp +4cos2p + cos3p 
—=5+B8cosp +4(2cos®?p — 1) + (4cos’p — 3 cos p) 
—1+5cosp + 8cos?p + 4cos’p 
—=1-+5r +32? + 42° 
= (1+x)(1 +42 + 42°) 
—-(1+z)(1+ 2x) 
>0 
für -1<x<I1,d.h. für alle reellen 9. Ferner ist 
%th+% + ne 


a4, —4, £ 
ee 





also für alle d > 0 


8+0 
u) [ro (ve Ve) i 


Übrigens ist sogar 
n(®) -f +0 Ds Ak 


U<6 











Hierzu ist nur 
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zu beweisen, d. h. ein Beispiel anzugeben, wo 


+++ + og 


4, —a 





ist. Dies leistet die Funktion 
(1+ cosp)’(1 + 2cosp)’(8 + (d — 2 cos 9)?) 
— (1+cosp)’(l +2cosp)’(17 — 12cosp + 4cos?’Y) 
— (1+3c0sp + 2cos?p)’(17 — 12cosp + 4 cos?) 
= (2 +3cosp + c0s29)(19 — 12c0sp + 2c0s2Yp). 
— (4 + 9 cos" p + cos?2p + 12cosp + 4cos2p + 6 c0spcos2p) 
- (19 — 12c0s@ + 2cos2Y) 
— (4424200829 +3+3 c0s4p-+12cosp+4cos2p+3cosp+3cosdp) 
-(19 — 12c0osp + 200829) 
— (9 +15cosp + Ycos2p+3cosdp+7 co.) (I 
— 171 +2835 cosp + ?2- cos 2p + 57 cosdp + % cos 4p — 108 cosp 
— 90 — 90 cos er cosp—5dlcos539— 18 18 cos4gp” 
VIE. — 3cos5p + 18cos29 + ne = al +3 
Tcosdp +3cosp +3cosdp + 75C0s2p +5C0s6p 
- 124} 144 cos @ +72c0s2p + I + 200869, 
HAFTET TFT _ 


= 109 
7 109. 





Es ist wichtig, festzustellen, daß 
U>5 
ist. Dies geschieht folgendermaßen. Es ist beständig 
3 — 4cosp + cos2p = 2 — 4cosp + 2c0s’p 
— 2(1— cosp)” 
0, 


also bei jedem g(g), welches die obigen Bedingungen erfüllt, 


zT 
0< [a(p)(8 — 408 p + c052p)dp 


— /(@, +a,608P +: -+a,cosnp)(3—4Cosp-+cos2p)dp 


=6br— a,:-4n+0a,:n7, 
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Ag = 4a, ld 609, 
%+a +9 >d5a, —da, 


a (a, Er Ay); 
%tu+% > 5, 
a, — 4, 
also a fortiori 


BE ET nr 
= > 


4, —% 





d.h. 
258 


Die angewandte Methode ist also z. B. nicht imstande, 


du I — 
ee fie + One Veen) 


zu beweisen, was im vierten Teil auf anderem Wege nachgewiesen 
werden wird. 
Es ist nicht uninteressant zu konstatieren, daß 5 bei allen Funk- 
tionen beliebigen Grades die genaue untere Grenze von 
in ar ds 
a 
ist (nicht aber etwa von 


ty ++: ee); 


a — 4% 





dazu ist nur nötig, bei gegebenem d>0 ein g(p) zu konstruieren, 
für das 
u 
re 
ist. Unter den quadratischen Funktionen kann man gewiß nach dem 
Obigen nicht für d<2 ein solches g(p) finden; man BelzuBES aber 
folgendermaßen zum Ziel. Es ist für 


a | 
De) RS Me anern 2 


1— re! (1—rcosp—rising)(1L—rcosp-+ risinp) 





ET 1—r? 
-1—-2rcsop-+r? 


>o, 
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also, da für jz2|<1 
(4) a TE 
ist, 

1+2rcosp + 2r?cos29 +::->0, 
also wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Potenzreihe (4) auf 
dem Kreise |? =r bei passender Wahl der nur von r abhängigen 
Zahl » identisch in 


1+2rcosp + 2r?cos2p ++ 2r"cosnp >. 
Hierin ist 


+. 4% _1-h2r-+.2r? 


a, — 21 





Dies hat für r—= 1 den Limes 5; r kann also so nahe an 1 gewählt 
und alsdann » so fixiert werden, daß 


ut +% 
ee ae 
ist. 
Durch etwas kompliziertere Abschätzungen will ich zum Schluß 
noch zeigen, daß 
U > 5,224 
ist. Es ist 


1 
0 Soan, 


1 
a =— | g(p) cospdp, 
— 1 s 
zt 


1 [ 
4 m=;,/ 99)? eosp—-1)dp 


—- 7 


. DW] z 
(5) - 1/0) (2 cos p—1)dp. 
Wegen , 
Ip) 0 
ist der Integrand von (5) >O im Intervall O<g <Z, sonst <(. 
Daher ist 
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Qt 











zt 


(a, — a) </ 9(p) (2 c0sP—1)dy 


3 n 
= Da, cosvp(2 cosp— 1)dyp 
ö v‚=0 


zt 


s 3 
— > a, | eos»? cosp— 1)dp 
v=0 0 


wo 


oA 


d,= | cosvp(2 cosp—1)dp 
N 


gesetzt ist. Hierin ist 
ze 


3 
d, -/(2 cosp—1)dp 
0 
=2 sin — zn -_ 


Ey 
oe 10T, 
— 0,684. -, 


zı 


3 
d, =|cosp(2 cosp—1)dp 
0 


3 
— ( (eos 29 —cosp-+1)dp 
ö 


war Fe. 
sın — Ssın — 
3 D 
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d, = [eos 29(2 cosp—1)dp 
N 


— / (cos Ip — 6082p + cosp)dp 
0 


sin m sin = sin g 
Narr aen 5 
Oase he 
-1y3 








— 0,433 * +. 
Von allen folgenden d,(v > 3) behaupte ich 
(Übrigens wird sogar 
d, = 3% 


herauskommen; aber das nützt nichts weiter.) Es ist für v>3 


4 
d, — [cos vp (2 cosp—1)dyp 
0 
5 
— [(cosw+ I)9—cosvp-+-cos v—1)p) dp 
0 


Ss 
3 a 


= mi R 0, Mess 
also für v=0 (mod. 3), v>3 


F 1 2 . @—1 
sin Kae ze 2 sin a 
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D 








für v=1 (mod.3), v>24 








sa v+1 v 
Az llererrerı) 
VB, 

a 


fürv=2 (mod.35), v>5 
- 11/3 11/3 
een.) 
1 








Mit Rücksicht auf 
4>d, (>23) 
folgt aus 


(a, — 09) Sn tn tm +: +d,a, 


weiter 


2, -o)<hn tn ++: +0,) 
a ar td en ha,) rito, — 4) 


- (OF 4) (a + +4), 





(«+ 7°), -a)< Fe +m +] +:-+0,) 


(7-4) ++ 


Nun ist einerseits 
anal, Ben d, a 0, 
andererseits wegen 
0<yg(e) 
= HH - UI —m tt: 
y-HSm—lt 


Ss tr +-'-+4, 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 17 


a): 
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Daher AN Zn Be : 
dys2 d,td, dt d, 
+7) -W)<TT + +) - (4) Mn), 











IE. +4 Beet | 
Kar = TA) a) <a Be! 
Hr tm Ser 
Et 

2 


iya 

2 = 
„+3y3 
FraUeR 
x 16.23 
2, 








— 5,2245 
U > 5,224. 


Daher ist 


8 66. 
Beweis des Primzahlsatzes ohne Überschreitung der 
Geraden 0 =1. 


Für den Beweis des Primzahlsatzes ist es, wie ich jetzt darlegen 
will, in Wirklichkeit nur wesentlich, daß 


auf der Geraden 6 = 1 regulär und für große ? dort und rechts da- 
von (d. h. für co >1 gleichmäßig) | 
O(t*) 
ist, wo x eine Konstante ist, dagegen unerheblich, wie weit links von 
— 1 eine solche Abschätzung Fe und auch unerheblich” we die- 
selbe sogar O(log 4%) 


lautet. Dies alles besagt folgender allgemeiner 
Satz: Es sei die Dirichletsche Reihe mit reellen Koeffi- 
zienten 


& m 
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für 6 >1 konvergent. Es sei 


lim inf b, 
endlich,d.h. füralen 
b, = =: 4 


Es sei die für 6 >1 durch (1) definierte Funktion f(s) für 
6—=1 regulär und erfülle für o >]1 die Relation 





| fi) - 00). 
Dann ist 
> 
Ir 
2=0 & 


Das ist eine wichtige Ergänzung des zweiten Satzes aus dem 
S 31, welcher nur liefert, daß 








20, 
imnf = <o0 
x=00 & 
und . 
: x 
DW 
Ber 
lim sup >o— 


ist. 
Der ausgesprochene Satz enthält den Primzahlsatz als ganz spe- 
ziellen Fall; denn für 
b,=Amn)—1 
ist stets 
, b, = So 1 ? 
ferner für o >1 


| fd 86) 
regulär und nach dem vorigen Paragraphen 
f(s) = Ollog! i) 
(eine Genauigkeit, die bei weitem nicht nötig ist). Der Satz liefert also 


| 
x 


und damit den Primzahlsatz. | 

Dem Beweise des Satzes mögen, um seinen Kern recht deutlich 

zu machen, fünf Hilfssätze allgemeinerer Art vorausgeschickt werden. 
17* 
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Hilfssatz 1: Die reelle Funktion F(x) sei für alle <>0 
definiert, stetig und >0. Es sei F(«x) für alle nicht ganz- 
zahligen #>0 differentiierbar; für alle (auch ganzzahlige) 
z2>0 existiere der vordere Differentialquotient FÜ(x) und 
sei >0. Es nehme zFi(x) mit wachsendem x niemals ab. 
Es sei schließlich 


Inne 
Dann existiert fi 
lim Fi} (x), 


und es ıst 


lim Fi(e)=1. 


Beweis: 0 > sei gegeben. Dann ist 


. F(i@+6a) 
ee 
also Ä 
lim Sa See 


= 





I ar Be 
2 u 
nee Erb Fa) _ 


also für. x >E&E=&(b) 


1 F dx) — F 
De ee 








Auf der Strecke 2 <y<x-+0x mögen, wachsend geordnet, die 
ganzen Zahlen y,, ---, y, liegen. Dann ist nach dem Mittelwertsatz 


Fa +d2)—- FYy)-(@+6d2—y)Fm) 
F(y,) 5; F(y,_ı) x (Y, ar; Yu) 


FW) - Fu) -u)F)) 
Fy)— Fa <= (y -a)F m); 
WO N M3° N, Je einen Punkt innerhalb der betreffenden Teilstrecke 


bezeichnet. Wegen des vorausgesetzten beständigen Nichtabnehmens 
von «Fi (x) ist für jedes auftretende n7,(w = 0,-:-:,n) 
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Fi) <n, Fin) <(@ + 82) File + 8a), 
FL) <n,F (m) <(@ + 8a)Fi(@ + 8a), 


FuQ)<F(m)< er, (© + ö«), 





I EWSEFW)S<ÜH O)Fi(@ + 0x), 
also, 
Y=L, Yoı3 =c+0% 


gesetzt, für v=0,1,-..,n 

1 , ’ / 
Wr = WISSEN) FU )SN Hr) FrRr IR), 
folglich, wenn über alle diese v» addiert wird, 


di Fı(a) <Flx +08) — Fix) <dal +H)File + dr), 





F' 0x) — F'(: u 
Ha < FO ZI HNF,(e+ 8a), 


146 
also mit Rücksicht auf nr für 2 >E=£&(0) 
und | 
73 <(L+I)Fi( +68), 
d. h. 
3) Fı(@) <(1+0) 
und 


(3) bedeutet 
lim sup F! (a) il 0), 


Im sup ae L: 


(4) besagt 
lm nf Fe +6d2)> @ Far 
ER, > ee 
lim inf F, (x) >1. 
Daher ist = 


lim FL (x) =1. 
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Hilfssatz 2: Es sei 
RE (n=1,2,3,---) 
und A eine ganze Zahl > 0. Es sei 


x 


SD lim, @+ a) a: 
Dann existiert 5 
su e De log‘ (2): 


und es ist 


Im Falle A=0 ist hierbei unter log? (7) der Wert 1 zu ver- 
stehen, auch für n = x. 

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes ergibt sich: Wenn 
(5) für irgendein ganzes A > 0 sh so ist 


im ; >% =); 


R Nn= 
eh, 
x 
> er 3 
n=l 


Beweis: Es werde zur Abkürzung für alle > 0 
ENG RE: 
De 
mL k 


gesetzt. Für nicht ganzes x ist offenbar F(x) differentiierbar und 


x 


F(«) = ae = (1) 


n=,L 
x 
121 ‚ 
rn Draleeile) 
n=1 


Wenn x ganzzahlig ist, ist für O<h<1l 


x 


F(& +h) — F(x) = Em Di De, (108. _ 1g2*+(#)); 
n=1 


— 1 Tr 
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daher ist auch für ganze x 
x 


Bo) rn Dale (6) 


ER | 


Bl: T ] [® 
en 26 08 Fr 


Übrigens ist, wenn x ganzzahlig ist, fir O>h>—1 
z—1 
1 3 z-+h 3 X 
F(& Fr h) Be F(«) = ary)! De,(1og’ (ST) -— 1og+1(7)), 
Mal! 
also der hintere Differentialquotient 


xz—1 


auch vorhanden. Jedenfalls konstatiere ich, daß F'(x) überall stetig 
ist. F(x) erfüllt offenbar auch alle übrigen Voraussetzungen des 
Hilfssatzes 1. Denn es ist für alle x > 0 

Fir) >0 
ynd | 

Fila) 20; 


ferner nımmt 


mit wachsendem x nie ab, da bei zunehmendem x jedes einem festen » 
entsprechende Glied nicht abnimmt und kein » abhanden kommt, 
sondern höchstens welche hinzutreten; endlich ist nach Voraussetzung 


a 


= 


Der Hilfssatz 1 ergibt also 
Imst), —=L, 


was gerade unsere Behauptung ist. 
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Hilfssatz 3: Es sei b,, b,, ::- eine Folge reeller Zahlen | 
mit endlicher unterer Grenze, d.h. 
el (n=1,2,3,.-.), | 
wo g eine Konstante ist; es sei A eine ganze Zahl >0. Es 
sei ferner 


(6) I I ae 


nl 


T 
el 
lım — > % 


n=1l 








Dann existiert 


und es ist 


x 


; 1 
‚Bu >, —(. 
it 


n= 


Beweis: 9 darf beim Beweise positiv angenommen werden. Es ist 


Drogi+1(®) = O(log't!r) + [1ogi+(2)au 


n=1 1 


| 


1 
0 (log’+!x) — N logirio® 


x 
N 7 dv 
O(llog’*'2) +2 | logt'v 
1 


oo 
* 
’ dv 
as «| log‘ *!v— 
. » ® 


00 


R 
— als vyirldw 


0 
= «li +2) 

(7) —- za +H1)!. 
Aus (6) und (7) folgt, wenn 

b, Er 

5 +1=e, 
gesetzt wird, wo stets 

N 


1st, 
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lim 4 Ne 1og“+1(2) = 7 AR]! 
RER 


= (A+N!, 
2 a 
lim; ST. De loa +1 (@) =]. 
m 
Nach dem Hilfssatz 2 ist also 
; 1 
Be 
=: 
1: 7%1 = 
1m (5 3. + al) = 
x 1 = 
a) 
N 


Hilfssatz 4: Es sei f(s) eine analytische Funktion, welche 
für alle endlichen s mit dem reellen Teil 1 regulär und so 
beschaffen ist, daß das geradlinige Integral 

1l+»i 
[rods 
1—-»i 
absolut konvergiert. Dann ist für positives & 
1+i 


- lim 2 (wr@as= 0 = 
zz e, 
Beweis: Da 
1l+»i 
Se 'rods - fra + ia 
1-oi 


wegen Dr 
fa tiert) 
gleichmäßig für alle x > O0 konvergiert, genügt es, bei festem T> 0 


nachzuweisen, daß 


1+Ti 
lim (#-'f(s)ds = 0 
De 


ist. 0>0 sei gegeben. Der Gauchysche Integralsatz werde auf 
das Rechteck mit den Ecken ® + Ti, 1+ Ti angewendet, wo 
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0=0(d)<1 so nahe an 1 gewählt sei, daß für o©&<o<1, - TSit<T 
die Funktion f(s) regulär und 


1 
fir6+T9 ao<?, 
(0) 

ı 

[fe —- Ti)\do<ö 
[0] 


ist. Dann ergibt sich für alle >1 


1+Ti O'+Ti 1+Ti 
Harz !f(s)ds a ıfs)ds+ f® -If(s)ds+ TB If(s)ds, 
1-Ti 1-Ti O-—-Ti GHTi 


1+Ti 


fe roas Sfe 1 flo — Ti) 104,19 Uf(O+ti) a4 Nfe+ Ti 


1-Ti 


re „0-1 (ifce + H)lat, 
en 


also für alle x >&8=E$(Ö) 
1+Ti 


HRuH ıfisyasl 1004 
3 Ti 
womit der Satz bewiesen ist. 


Hilfssatz 5: Es sei v eine ganze Zahl >2, y>O. Dada 
ist, wenn über die vertikale Gerade s=-2+b integrierk wird, 





2+4i 1,0 für: Oye 
ee 2re ogr-iy für yDl 
2 i (N Fe R de 


Für v=2 hatten wir das schon ım $ 49. | 
Beweis: Die Konvergenz des Integrals steht wegen 











(4 +19)? 
von vornherein fest. 

1. Wenn O<y<L1 ist, werde der Cauchysche Satz auf das 
Rechteck mit den Ecken 2+ Ti, 2+ T+ Ti angewendet, wo T>0O 
se. Da in ıhm 
Re 
5 
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regulär ist, ergibt sich bei geraden Wegen 


2+Ti 2+7T-Ti 3+T+Ti 2+Ti 
füas - (Kas+ gr ds + „ds; 
2—-Ti 2—- Ti 2+7-Ti: 2+T7T+Ti 
also 
| 2+Ti | 
y° | 1 < 1 1 
| waıst m+2T 7’ +T 7 
19 Ti | 
Be 4 
an, pr-1? 
2-+0i 2+Ti 
2, Ss 
ds = lim jEa 
T=® : 
2 —-@i 2—- Ti 


2. Wenn y>1 ist, werde der Cauchysche Satz auf das Recht- 
eck mit den Ecken 2+ T,— T+Ti angewendet, wo T>2 sei. 
Da der Integrand in ae Rechteck den Pol vter Ordnung s = 0 


mit dem Residuum RS Er log”!y hat, ergibt sich, 


2+7I fr. vr P+Ti 


Ss 2 n 
Saas - er [Ea+ff a4 [® ds, 


2-Ti — T-Ti° — T+Ti 


| 2+Ti 
| a 
NE NER 
2-Ti 
y* 
Aug 
6%? 
mp7 
2 Hoi 2+Ti 
af a 
‘ds — lim J£as 
3 — wi De nz 
IV 


Beweis des Satzes am Anfang dieses Paragraphen: 


aussetzung konvergiert 


(1) Do 


10 a se+nirer ae 


Nach Vor- 
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für. 0 >]1, und es ıst 


ee; 
Also ist 
BR — b,+9 
(8) > en 
ni 


für 6 > 1 konvergent; da alle Koeffizienten > 0 sind, ist also (8) und 
daher auch (1) für 6 >1 absolut konvergent, insbesondere also für 
o6=2. v sei ganz, >2 und >x-+ 1 gewählt. Das Integral 


x 


| » | 04% | dt 
ERDE Ina+t 
Bi \ n=]1'! 
ist wegen 
ti x = | | 
Beh >" IR EN N: Sal 
| y RT ‚ 2 
KEITEN ee 
IE a 
konvergent; daher ist 
2+wi 2+mi = 
i 2 >12 
; f(s)ds = gr „5 d5 
2— wi 2 —oi n=1 
konvergent und 
2 +8; 
$ ” ()' 
N 
= >’, ds, 
. Ö 
n=1 2-»i 


n=1 
x 
mV & 
a en v—1 zul 
(9) Pe log (7 

n=1 
Andererseits ist das Integral 
1+mi 

ee 
/ „fis)ds 
1—oi 


wegen 
En 


$ 66. Beweis des Primzahlsatzes ohne Überschreitung der Geraden 6=1. 269 








und 


mit Rücksicht auf v>x + 1 absolut konvergent. Es ist auch 


1+oi 2 +mi 
(10) Je f)ds- 15 fs)ds; 
1—-»i 2 —- wi 


denn, wenn zuvor der Cauchysche Satz auf das Rechteck mit den 
Ecken 1 + Ti, 2% Ti angewendet wird, so hat auf den horizontalen 
Strecken (deren Länge — 1 ist) der Integrand gleichmäßig für T—= © 
den Limes 0. Also ist wegen (9) und (10) 


1+»i 


aD log" 1 (% -) - fe as 
1 


—-oi 


Der Hilfssatz 4 ist also, wenn in ihm 


statt f(s) geschrieben wird, anwendbar und liefert 


1+»i 


lim N as 0, 
a ir 

ET E 

I loan) 0 


Nach dem Hilfssatz 3 folgt hieraus 


: 1 x 
lim 2,0, —o, 


was zu beweisen war. 





Vierter Teil. 


Theorie der Zetafunktion mit Anwendungen auf das 
Primzahlproblem. 


Fünfzehntes Kapitel. 


Die Fortsetzbarkeit der Zetafunktion in der ganzen Ebene 
und die Funktionalgleichung. 


8 67. 


Beweis der Fortsetzbarkeit durch sukzessive partielle 
Integration. 


In $ 43 hatten wir mit Hilfe der, zunächst für 6 > 1, dann aber 
auch auf Grund des Studiums der rechten Seite für o>0 gültigen 
Identität 


1 


1 ZA, udı 
st |.) n+u'tt’ 
Ueh, 


1). 6-DEO-D-1=--(s- 2 er: 








bewiesen, daß (s — 1)&(s) für 6 >00 regulär ist. Nun ergibt sich weiter 








ud. w +1. a 
(n+ ur 2(n &% ur 2 0 
1 


UNS ER EEE a 1 u’du 
(n+ ur! 2(n-+ gr 
) 


also für o > 0, da die Summe links und die Summe des ersten Gliedes 
rechts über n=1,2,.-. konvergiert, 


>3 & 1 
= udn RA REREE s+t1 ’ w’du 
(2) > (mn wre ı > (n E = 2 1.) + ur? 
a1 











867. Beweis der Fortsetzbarkeit durch sukzessive partielle Integration. 271 








"Nun ist die zweite Summe auf der rechten Seite von (2) firro>—1 
konvergent und zwar fir >—1-+0(d4>0) gleichmäßig, da 


1 





| 
| 
| nr = „ot? 
0 


ist; das zweite Glied stellt also eine für 6 > — 1 reguläre Funktion 
dar, sein Produkt mit — (s—1)s also ebenfalls. Das erste Glied 
rechts in (2) ist 

= Hee+D-1) 
also für 6 > — 1 nach dem Früheren regulär bis auf den Pol erster 


Ordnung s= (0. Sein Produkt mit — (s— 1)s ist also für o>—1 
regulär. Aus (1) und (2) folgt daher 


& 6-DEO-)-1=- "7 Ee+n-1)-T Se in 














(mut? 
wo die rechte Seite für 06 >— 1 regulär ist. Damit ist &(s) bis 
o—=— 1 fortgesetzt und bewiesen, dab 

(s — 1)86), 
also auch 
&(s) — = 
für 0 > — 1 regulär ist. 
Weiter ist 
u’du Br u Ar s+2 h; u’du 
mtut? 3m-+tu)tr? 3 Sa ur?’ 
u”’du Er ES ” s+2 u’du 
nut? 3m-ı)t? 3 (n-+ u +3? 


also, zunächst für 6 > — 1, die in (3) auftretende Summe 


© 1 
wdu u’du 
Seren r0er2-043 El 
Rn n= 0 


Die Summe rechts stellt wegen 
Mal | 
u?du 1 


I) n+ Das] en 
6 











eine für 6 > — 2 reguläre Funktion dar, das Produkt 


PET +1) 
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are ai ae kritische Stelle — 1 nicht Schaue das erste Glied 
der rechten Seite von " 
id 
5° (&6+D-1) 


nach dem schon Bewiesenen ebenfalls; also ergibt sich für 6 > — 2 
die Existenz von (s— 1)$(s) und die Formel 


(-1)E@-)-1-— 22 (ee +1) 1) 


_ 6-dse+YEH2 u’du 
3! Sie 


Durch Wiederholung dieses Verfahrens erhält man, zunächst in 
der Halbebene 6 >1, für jedes g= 1,2, --- die Identität 


—_ 














-1)EO-)-1=-5 7° E6+D-)- 5, Eee+29—1) 
(4) ENT 4 1 ee+g+D—1) 


nl Lei lin ur?au 
“+! 3 I 


Wenn nun die Regularität von (s— 1)&(s) für 6>—gq schon be- 
wiesen ist, so stellen in (4) für 6>—q-— 1 alle Glieder der rechten 
Seite reguläre Funktionen dar. Denn & kommt rechts nur mit solchen 
Augumenten vor, deren Abszisse für 6>— q— 1 größer als —q ist; 
jedes & hat das um 1 verminderte Argument als Faktor, und außer- 
dem stellt das letzte Glied in (4) wegen 


„ (n E= u)‘ +2 | = n? +9+2 
0 


| | 





eine für 6>— q— 1 reguläre Funktion dar. (s — 1)&(s) ist also für 
oe >—g-— 1 regulär. 

Damit ist durch vollständige Induktion bewiesen, daß (s— 1)&(s) 
eine ganze transzendente Funktion ist, 

Also ist auch 


Ola 


eine ganze transzendente Funktion. 


& 
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S 68. 
Andere Darstellung des obigen Beweises der Fortsetzbarkeit. 


Der im vorigen Paragraphen eingeschlagene Weg ist der natür- 
lichste, der zur Fortsetzung von &(s) in der ganzen Ebene führt; ich 
habe ihn schrittweise ausgeführt. Der Beweis läßt sich auch so dar- 
stellen, daß er nur eine einzige Formel entwickelt und aus ihr suk- 
zessive Schlüsse zieht. 

Nach dem binomischen Satz ist für n > 2 und alle komplexen s 




















1 1 = 1 | ee, 8- Y | 
Bel A (ı SL ) 
| (s—1)s 1 len E 
re n SEE T, = Eh ne ) 
Bes 1 :l (s—N)s 1 ElHs1),t 
73 et 2! rt en re 


Für 6 >1 ist die Summe der linken Seite 





1 24 1 
(n N Dee I n’7 1 
über n=2,3,:--- konvergent und =1, also 














ui 1 gen 1 (s—1s(s+1l) 1 
1-2 Fk ! FErgR ! er ge 
n 2! „rt 3! Wie 


EZ ei as I 
2) -3 23 g+D! ) 


Ich ee daß, wenn man die rechte Seite von (1) als 
Doppelreihe « 





> 


N,9 


auffaßt, sie für 6 > 1 absolut konvergiert, so daß insbesondere aus 
(1) folgt: 











(s—1)s---(+q—]1) ® 1 
ı -2 +2! er 





(2) as ee +91). 


Landau, Verteilung der Be 18 
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Hierzu ist es hinreichend, die Konvergenz von 


es: -6+9-2| SI 1 
2 gert)) Zr 


zu beweisen, und la ergibt sich aus 


le Ds -«+4—D]| _4 ls] d-»(sl rad 
g+1)! =® | 











nebst 











n=2 

a! 1 1 
2732.70 + 4-13 Tu 

1 Ba | 

alrta o— 1092 

1 1 1 

Ze — 

92 e—1092 
BE: 1 

c— 192’ 


da hiernach 


I el R ei 20, 23 1/7 Ta 
g+n! nt Sa—i® 1 q ) :) 


n= 





ist, wo die Summe der rechten Seite über alle g konvergiert, weil 
=aıs $ ei, 
BIelen er 
gq=0 


eine konvergente Binomialreihe ist. 
Aus (2) folgt nun für o 2 1 





1 td, 


q=1 





(3) e- yon 1 Dee Des+)-). 


Allgemein sei schon daß (s— 1)&(s) für 6>—a, wo 
a=— 1 oder =(0 oder positiv-ganz ist, regulär ist. Dann wird (3) 
lehren, daß (s— 1)&(s) für 6 > — a— 1 regulär ist. 
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In der Tat ist zunächst klar, daß jedes Glied der rechten Seite 
für 6>—a-— 1 regulär ist, da EUR auftretenden Argumente von & 
größer als — a Si und es + g) jedesmal den Faktor s+q— 1 hat. 
Ferner ist leicht einzusehen, daß die Reihe auf der rechten Seite 
von (3) in dem endlichen Gebiet 


o>—-a-l, ıs|<r, 
wo r>0 fest ist, gleichmäßig konvergiert. In der Tat ist für ga >a+2 























° ii 
rt Ir 
< 1 
Ir 
_ 1 
1 5 du 
Sn ee 
2 
1 1 E 
& TEL TETEE 
1 1 
a za 
j 94+3 
Ze 
also 
| / >. a+3 
ke +9-Y|<se Hy TH T- 


q! 99 
SEM Ale) 


wo die rechte Seite das allgemeine, von s unabhängige Glied einer 
konvergenten Binomialreihe darstellt. 

(3) lehrt also durch vollständige Induktion, daß (s — 1)&(s) eine 
ganze transzendente Funktion ist. 

Aus (3), aber auch schon aus der Formel (4) des vorigen Para- 
graphen, ersieht man durch vollständige Induktion, daß 


&(0), de 1), er: 2), ae 


rationale Zahlen sind. In der Tat ergibt (3) für s— 0 
192 


276 XV. Fortsetzbarkeit und Funktionalgleichung der Zetafunktion. 











- (0 -)-1=4, 


alsdann für s= —1 
— 26- D-D)-1 ee 1yS a 


EOy- 4144 


Krere]. 
12? 


alsdann für s= — 2 
— 56-23) -1)-—1 
eg ZA ES TEE Be 
Kr en Br ee Be - er 2, 
36-242 9-34 
= 


(-2)-0 


usw. Hier begnüge ich mich damit, darauf aufmerksam zu machen, 
daß sich so &(—a) für ganzes a > (0 sukzessive als rationale Zahl 
ergibt. Den independenten Ausdruck werden wir später” auf be- 
quemerem Wege herstellen. 


S 69 
S . 
Eine Hilfsformel aus der Theorie der Thetafunktionen. 


Auf viel künstlicherem, aber weiter tragendem Wege läßt sich 
die Fortsetzbarkeit durch eine andere Methode erweisen, welche zu- 
gleich eine wichtige Funktionalgleichung zwischen &(s) und &(1— s) 
liefert. In dieser Funktionalgleichung wird sich der Quotient 

sl1—9) 

86 
als durch die klassischen analytischen Funktionen ausdrückbar heraus- 
stellen. 

In diesem Paragraphen schicke ich den Beweis einer Identität 
voraus, welche eigentlich in die Theorie der linearen Transformation 
der Thetafunktionen gehört, aus der (wie überhaupt aus der Theorie 
der elliptischen Funktionen) ich nichts voraussetze. 





1) In 8 70. 
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Da es genau dieselbe Mühe macht, beweise ich die Identität 
hier gleich in einer etwas allgemeineren Fassung, welche erst bei 
späterer Gelegenheit zur vollen Anwendung kommen wird. 

Ich brauche hier für alle > 0 die Identität 


1+ I = „= (i - 23.” ), 


| 


d. h. 


(1) | Derwas = Tr Sr % 


n=— x n=— 0x 





und beweise gleich allgemeiner den 
Satz: Für alle x>0 und alle reellen « ist 


x > n? st 


(2) ag ab Eh 77 Dr cos (2nze). 

Vx bedeutet natürlich hierin den positiven Wert, und (1) ist für 
«= in (2) enthalten. Die (absolute) Konvergenz beider Seiten von 
(2) ist von vornherein klar. 

Beweis: Die Behauptung (2) läßt sich auch so schreiben: 


{ee} oo ze 
—- n?—- —®nrtia 
- Mnrce—-Intrux 1 rto?x x 
(3) > e =—e > e : 
vr 


denn die rechts hinzugefügte Summe 
rue 
> e isin(2nze«) 
verschwindet natürlich, da der Summand eine ungerade Funktion von 
n ist. 
Wenn s=6-+ ti eine komplexe Variable ist, ıst 


—_ TE —2TaxSs 
e 


eine ganze transzendente Funktion von s, also 


ar 





AP e 1 \ 


eine meromorphe Funktion von s, welche alle ganzen Zahlen s= n 
(und nur diese) zu Polen hat, und zwar ist s=n ein Pol erster Ord- 
nung mit dem Residuum 

BET ARE, 


mi I 
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das ist, abgesehen vom Faktor das allgemeine Glied der zu unter- 


suchenden Reihe auf der linken Seite von (3); den Wert dieser linken 
Seite nenne ich 2(x). 

Die Anwendung des Öauchyschen Integralsatzes auf das Recht- 
eck mit den Ecken N+ 3 +i, —(N +3) -+i, wo N eine positive 
ganze Zahl ist, ergibt also bei Integration im positiven Sinne 


—_ TEP—2TARS N 

je ERERN, ee —- N re—2nnax 

en. 1 age e 2 
n=—-N 


Die rechte Seite konvergiert für N = x gegen 2(x). Ich behaupte, 
daß die Integrale über die senkrechten Rechtecksseiten jedes einzeln 
den Limes O0 haben und daß über jede horizontale Seite einzeln vom 
Unendlichen ins Unendliche integriert werden kann. In der Tat hat 
erstens jede der senkrechten Strecken die Länge 2, und wegen 





erris _ et2rilN+43) 0-2 


e- naR| E44 4)+t)° } Harte ui 4) 


H er? 








ai 4 
e ztıs ge 1 
nr eTeN+z 2? tra +2nlala(N+}) 


= N? 2 | al 
<e 2 N’+na+2n az(N+y), 


was unabhängig von t ist und für N= oo zu OÖ strebt, so daß der 
Integrand gleichmäßig gegen Null konvergiert, also die senkrechten 
Integrale gegen Null konvergieren. Zweitens ist das Integral über 
die Geraden = +1 von 6=— x bis o—= oo konvergent (sogar 
absolut), weil dort 


- zz? +na+2niex|o) 











e 
Ze — for 
e rer —2nams — etz us 27 ? 
| 2rtis ar 2 Yrla!ao) 
| e rl | ge Tre" +nar+2riex|o) a 
SE fürs 
E en —1 


ist. Daher ergibt sich bei geraden Wegen 


u 
‚nes —-2raxs ee r* —-2raxs 
(4) 2(x) SE IR ds = TR: ds. 


—-0-i —-0+3i 
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Im ersten Integral ist 





2ris 27 
e = 
> Ir 
also 
— 00 
f Inztis 
2ris vr e ? 
e —]1 
% n=—1 
2? —arn an 
_ 12° — x 
e £ Er Er aan arte 
ertis _q u 5 
n=—1l 


Die gliedweise Integration dieser geometrischen Reihe über die un- 
endliche Gerade ist gestattet, da die Summe der absoluten Beträge 














—o 
| 2a | 
ae pin RT ER 
> 3 bi; ‚Ir 
- n20®+nz+27zle|x|o| 
= 
ist, also von o = — x bis 6 = 00 integriert werden kann. Also ist 
) ©—i En ©o—i 
- ze? —2naxs 
e - te? —2r2(ex—ni)s 
Hk Er ds > fe a ds. 
e” 8,8 1 
—-0-—-i BEI ng 


Ebenso ergibt sich für das zweite Integral in (4), da dort 





ers} — e-?n 
= 
also 
oo 
EEE Er ernrnis 
eris _q > | 
n=0 
ıst, 
©o+% ben o+%i 
ge Tre 2rnans 
ds — > e re? —2n(ex—nis ds 
ezris _ 1 , 
—-o+i n=0 _oH+i 
Zusammengefaßt ist also 
PL > 
2(x) ed > Jerez: ds, 
n=-®_S+i 


wo für n<O das untere, für n>0 das obere Zeichen gilt, also 


(5) 2x) IS en) I ds. 
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Ich behaupte, daß alle in (5) auftretenden Integrale denselben 
Wert haben. In der Tat hat jedes, 

| er EZ “% = U 
gesetzt, die Gestalt 


(6) fer-rau, 


wo u eine horizontale unendliche Gerade der u-Ebene von links nach 
rechts durchläuft. Das Integral (6) ist von der Ordinate dieser Ge- 
raden unabhängig; denn, wenn der Cauchysche Satz auf das Recht- 
eck mit den Ecken +w-+ ti, + w-+ t,i angewendet wird, wo w > 0 
ist, so hat bei festen Z,, 4, wenn w unendlich wird, der Integrand 
auf jeder der beiden senkrechten Rechtecksseiten mit den Abszissen 
+ w von endlicher Länge (4, —t, ) gleichmäßig für w= oo den 
Limes 0, wegen 


Kate — e-nzw+net 


= e = w? + 2 (Max. (|t,|, a)? 


Also ist jedes der unendlich vielen Integrale in (5) gleich dem reellen 
Integral 


RR: iR 
Vax E 
Fe 
Vz 
(5) liefert also r 
TU | Om 
22) — ar Die | ) 
1 TO? X = m -Innia 


womit (3), also (2) und (1) bewiesen sind. 


d 
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SU), 
Beweis der Funktionalgleichung der Zetafunktion. 
Satz: Es ist 





s(s—1) s = 
er) 
eine ganze transzendente Funktion und genügt der Funk- 


tionalgleichung 
Ee1—-s)=ä&(s). 


Beweis: Für reelle s>0O ist 


Is) - (ey an, 
0 


also, wenn n positiv ist, 
oo > ER 
En) -/« y  dy 
0 


> 8 
—NI% 
-[« (n?r x) n’nda, 
0 
x 


u. —_N?’Iz ei 
(1) r(5)® ie "23 da. 
0 
Wenn s > 1 ist, ist die Summe der linken Seite von (1) übern=1, 2, -- 
konvergent, also auch die Summe der rechten Seite. Da alle Elemente 
positiv sind, darf rechts die Summation mit der Integration vertauscht 
werden, und es ergibt sich für s>1 


& oe Mu n? 71x 
S a: EIKE we 
r(5)= 2%(s) - (2: >e dx, 
0 n=Ll 
also, wenn 


gesetzt wird, 


r(&)2 6) - (a: "ola)da 


Er EL 
je "o(a)da = 44 "ola)de. 
0 1 


er 
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Nun ist nach der Formel (1) des vorigen Paragraphen für x > 0 
1 1 
1+20(2) = 7; +20 ea 


(8) = 7 o()-3+s5 
1 


also, wenn dies in H, eingeführt wird, 





1 ee) 
a N BER Fe ne fe” 
I: >)” &(s) -/: (0 + ,,,)de = a? ola)de, 
folglich, da die Integrale 








- $ 
ET 1 
fr de = — 
s 
x 2 
Ba. 
Bd, 
und 
1 
Ei 1 
f* — di = - i 
: V® er 
a 
sl 
existieren, 
1 © 
ae ars 1 Ei 
2 BR äe Faser 4 2 Used 2 
r(5)= &(s) + —— u er - o(x)dx 
1 


(2) r(5)® z TE) = Er = RB dx. 
1 


Dies gilt für reelle s>1. Ich behaupte nun, daß die rechte 
Seite von (2) für alle komplexen s konvergiert und eine ganze trans- 
zendente Funktion darstellt; damit ist denn zunächst u. a. die Fort- 
setzbarkeit von &(s) in der ganzen Ebene von neuem bewiesen. 

Zunächst ist klar, daß für jedes feste endliche n >1 das Integral 


(3) er = le: 


$ 70. Beweis der F'unktionalgleichung der Zetafunktion. 283 








eine ganze transzendente Funktion von s ist; denn es ist der Inte- 
grand die ganze Funktion 


1-3 8 $ 1 8 
© r Br Bea) =e og) + glg) 


2% [(- Hloga)" 2" 3o(e) + Aloga)"a-'aß)), 


= 


und die Integration nach x, welche (wegen der gleichmäßigen Kon- 
vergenz für 1<x<n) gliedweise gestattet ist, ergibt als Koeffizienten 
VOILS, 


1% Ber 
| nd — +logx)"x >o(2) + (Floga)"ato(a)\de, 
1 





was, wenn A eine obere Schranke für o(x) im Intervall (1---n) 
bezeichnet, absolut genommen 
| „ 2nAlogm" 





n! 


ist, also absolut kleiner als der Koeffizient einer beständig konver- 
genten Potenzreihe. 

Andererseits ist in jedem endlichen Gebiet der s-Ebene das Inte- 
gral in (2) die gleichmäßige Grenze des Integrals (3) für „= ®, da 
ja in jenem endlichen Gebiet für alle z>1 





IN a EEE EEE 
Be ra ne? 
en 


(a konstant) ist und 


Szo(d)de 
1 





wegen 
[e.#] 
0 (x) = Pig NTEX 
nl 
a 3 
| 
konversgiert. 


Daher ist die rechte Seite von (2) eine ganze Funktion von s, 
also auch die linke Seite 


() | re) 39 — Kan) 
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da nun die rechte Seite von (2) ersichtlich ungeändert bleibt, wenn 
s durch 1— s ersetzt wird, so gilt dies auch von der Funktion (4), 


ne ss—1l)=—s(l-5) 
die gleiche Eigenschaft hat, von der ganzen Funktion 
RE Ar 
rl) te, 


womit der Satz bewiesen ist. 
Was bedeutet er für &(s)? Zunächst, daß &(s) meromorph in 
der ganzen Ebene ist und der Funktionalgleichung | 


(5) 75) =? E(s) 3 r( 5) 1 Fa 8) 


genügt. Ferner, da 








3 


m? &(s) 





an 
7) 
2 2 
br os —_g? &(s) 
r(6+1 
ist und 
ee „# 
+) 
eine ganze Funktion ist, dab 
| (8 — 1)8(8) 
ganz 18st. 


Weiter: &(s) verschwindet bekanntlich nicht für-6 > 1, die rechte 
Seite von (5) also nicht für o< 0, da die Gammafunktion nirgends 
verschwindet; also verschwindet auch die linke Seite nicht für 6<0. 


Dort hat Le) die Pole erster Ordnung s= — 2, — 4, -- -, allgemein 


— 2q (g positiv-ganz). Das sind also Nullstellen erster Ordnung von 
&(s), und &(s) hat, da die linke Seite von (5) nicht verschwindet, sonst 
keine Nullstelle in der Halbebene 6 < 0. Außer den Nullstellen 
— 2q gehören daher alle etwa vorhandenen Nullstellen von &(s) dem 
Streifen 

N 


an. Der Punkt s=0 ist keine Nullstelle, da sonst die linke Seite von 
(5) dort regulär wäre, was für die rechte Seite nicht zutrifft. 


u - 
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Übrigens wissen wir aus $ 45, daß für en Nullstelle 
ol 


ist; die Funktionalgleichung (5) lehrt also, daß für jede von den 
Nullstellen — 2g verschiedene Nullstelle 


1. 


ist. Doch ist diese Kenntnis für die nächstfolgenden Betrachtungen 
ohne Nutzen. 
Ich erwähne noch, daß für O<’s <1 wegen 


udu 
Bene 
udu 
= , Se 











oder auch wegen 





# 1 1 
(1 0 SE a 1 Fan 53 + gr a 
= 
die Funktion &(s) negativ, also 
&(s) +0 


ist. Die etwaigen Nullstellen des Streifens gehören also dem Inneren 

der oberen oder unteren Halbebene an. 

| Die Funktionalgleichung (5) läßt sich auf Grund bekannter Eigen- 

schaften der Gammafunktion in eine bestimmte andere Form überführen: 
Satz: Es ist 


£(1—s)= 
Beweis: Bekanntlich ist 
LsS)IT1—-s)=-— 


sin TTS 





Gm) cos, F(s)&(8) j 


und e 
T(s)I(s+4) = 2Vr-2"T(25); 
also ergibt sich aus (5) 
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—2YVn.2°° nt Es) 


ST N N 
Er u c08s-1'(s)&(s). 


Mit Hilfe dieser Funktionalgleichung will ich den Wert von £(s) 
für negative ganze s bestimmen, von dem wir übrigens schon aus 
$S 68 wissen, daß er rational ist. Für gerades negatives s hatten wir 
schon oben Null gefunden; für s—= — (29 — 1), wo g ganz undg >1 
ist, ergibt sich 


-@g-D)-8U- 29) 
3, 008 qu [(2Q)€ (20) 


oo 


e: 1'@r- 1 Da 


Da 





Br} gi 


Nun ist bekanntlich, wie z. B. aus 
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ns] [1 zu) 
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oe en 
oO sins 
— 215 
ve) ur 
n®nm? 
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ne nn? 
nn 
i! 
= an? — Ss 
n=\i1 
an 
il il 
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nl rg 
TC 
an [eo] 
1 N ga» ’ 
DPI ey: 0<Is|<=) 
n=1g=1 m 
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PTR PS 
eg 20 Zu ng 
q=1 ar n=1 n“” 


in Verbindung mit 


$ 71. Einführung der Funktion =). 287 














- + Ast 4° +--- 0<js|<a) 


eine rationale Zahl, welche mit 
Da 
2q! 
bezeichnet zu werden pflegt, wo 5b, die gte Bernoullische Zahl 
heißt; daher ist 








2 929-1 r 
EıN-meN@-NY Tor 
er ER 
EEE 
d.h. 
Der 
Ben 220. 
127 
Are: 
(3) % 
BEN 
TUE, 
Are 
ee 
= Dr 58 
2527 
a 
ee 
1% 
24 
usw. 
Set 


Einführung der Funktion (2). 


Wird in der ganzen Funktion &(s) statt s eine neue komplexe 
Variable 2 durch die Gleichung | 


1 . 
s=3;+t2 
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eingeführt und 
5): +20) 
= A) 
gesetzt, so geht wegen 
5(1-5)=&(, 21) 
En 3-2 
die Funktionalgleichung 
s(1—-5)=£(s) 
3-50) 


über, d. h. &(z) ist eine gerade ganze Funktion 


ın 


(0.6) 


5(2) - Da, iR 


n=0(0 


Was wissen wir über die Nullstellen von &(s), d. h. von #%(z)? 
Wegen 


dee, r(}) En Eis) =iE(8) 


ist jede Nullstelle von &(s) Nullstelle eines Faktors links. r(5) zn : | 


hat keine Nullstelle; weder s=0 noch s=1 ist eine Nullstelle von | 
&(s), da r (3) bzw. &(s) dort einen Pol hat; die negativen Nullstellen 
(erster Ordnung) — 2q von &(s) auch nicht, da r(,) dort einen Pol 


hat. Resultat: Die Nullstellen von &(s) sind identisch mit den dem Strei- 
fen O<6<1 angehörigen, übrigens nicht reellen und nicht auf dem 
Rande des Streifens gelegenen Nullstellen von &(s); natürlich tritt 
jede mehrfache Nullstelle in derselben Vielfachheit bei beiden Funk- 
tionen auf. Insbesondere ist 


52) +0, 
=) -+0., 


(2) hat also nur nicht rein imaginäre Nullstellen z,, deren ima- 
ginärer Teil zwischen — 5 und + liegt (sogar exkl. der Grenzen), und 


die Nullstellen s, von &(s) im Streifen 0O<o<1 sind eben die Punkte 
H=rHt 2%. 
Ob es nun wirklich Nullstellen von #&(2), d. h. nicht negative 
Nullstellen von &(s) gibt, werden wir bald entscheiden. 


den, 


nt 


! 
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Vorläufig begnügen wir uns damit, festzustellen, daß &(z), d. h. 


'&(s), jedenfalls nicht konstant und auch keine ganze rationale Funktion 


ist. Denn in diesem Falle wäre für ein gewisses m bei positivem s 





es ist aber für s>1 


TE ee 1) r(}) x ?&(s) 





> 


log (6-1)-10g2 + 10gs-s- log 
==’ y 


was s” von einer gewissen Stelle an übertrifft. 


In & 
zo Dar 
n=(0 


sind also unendlich viele a, von Null verschieden; wird noch 

P=iX 
gesetzt, so geht (2) in eine ganze, nicht rationale Funktion von & 
über: ' #(z) 37 9(8) 


== N 
_ D a,ar. 


n=0 
Ich bemerke noch, daß die a, sämtlich reell sind. In der Tat ist 
1 &(s) = &(1 se 
also speziell für reelles v 
re) vi); 
da andererseits &(3 + vi) zu &(4 — vi) konjugiert ist, ist &(4 + vi) 
reell, folglich &(2) für reelle 2 reell. 
Landau, Verteilung der Primzahlen. 19 
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8 72, 


Anderer Beweis der Fortsetzbarkeit der Zetafunktion über. 
die ganze Ebene und der Funktionalgleichung. 


Im allgemeinen gebe ich für alle auftretenden Sätze nur einen 
Beweis und werde z. B. für den Primzahlsatz sowohl den Hadamard- 
schen als auch den de la Vallee Poussinschen Beweis unerwähnt 
lassen; aber wegen der Wichtigkeit der beiden Grundeigenschaften 
der Zetafunktion und wegen der Einfachheit des Folgenden will ich 
hier noch je einen anderen Beweis derselben angeben; namentlich | 
der für die Funktionalgleichung ist sehr interessant, weil er zwar | 
länger, aber durch Vermeidung der Thetaformel elementarer ist als | 
der im $ 70 gegebene. | 

Anderer Beweis der Fortsetzbarkeit: Für s>0,n >60 ist 

T'(s) - (ex "1dr | 


0 


oo 
— IE: 22 (pay inde, 
/ > 


1 1 
BER —_ nz vys—1 
wor 5 A ae 137 


Ö | 
also für s> 1 bei Summation über n, da alle, Elemente positiv sind, 


© 1 1 3 © 
— — — ei — N 
2 | n° vof if > Eee 
0 


N 





N 1 | 
(1) | ae 
6 


Das Integral konvergiert offenbar in jedem endlichen Gebiet der 
Halbebene 6 >1 gleichmäßig; das Integral stellt also, da 


n 
J ar (>00) 

9r; el 

be für 6 >1 regulär ist, eine für 6 > 1 reguläre Funktion dar. 
6) ist eine ganze Funktion; also ist (1) für 6> 1 gültig’. Um £(s) 
fortzusetzen, ist es nur nötig, die für o>1 durch 


1) Was auch direkt festgestellt werden kann, wenn man die Integralgestalt 
der Gammafunktion auch für komplexe s der Halbebene 6 >1 verwendet. 
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5 s—1 
ji S dx 
el 
0 
definierte Funktion fortzusetzen. (Natürlich soll herauskommen, daß 
diese Funktion in der ganzen Ebene meromorph ist und in jedem 
von 1,0, —1,—3,— 5, verschiedenen Punkte regulär ist.) 
Für 6 >1 ist 


oo > oo Bi 
ii dt = [* 2 — da he dz. 
s e” —1 n 97} 


\ 
1} 
Hierin konvergiert offenbar 


s—1l 
(@ SE 
: ee —1 


, für alle s und ist in jedem endlichen Gebiet die gleichmäßige Grenze 


; der ganzen Funktion 























7 

sl 

/ = da 

e ee —1 

1 

für n= ©. (2) stellt also eine ganze Funktion dar. 
Nun ist für O<|x| <2x 





1} 


a | 





eine reguläre analytische Funktion von x, die für = einen Pol 
erster Ordnung hat. Daher ist für O = 2 27 


T. 2 
— ' | . 
#7 Co C; x (2 x Sg ’ 


FERTWPE 





dies gilt insbesondere für O<x< 1 und zwar so, daß die Reihe 
GT ++: 
für O<x<1 gleichmäßig konvergiert. Für 6 >1 ist also in 


1 





il 
1 
da (ee: +2 +8 +o@tt +: )de 
ar: 


gliedweise Integration gestattet, also 








192 
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Hierin ist noch 


ar 1 RN Pe Be DI 
Gr eure —=(, 
da ; 
1 
Fe 1 
e —1, 











1 e” 
+t= +4 
re a 
1 1 
ee 
ET 
Bea 2 


In der Gleichung 





> C C 0; C, C, 
(3) Iran = + HEEEE ie oe 

N 
ist nun die rechte Seite in jedem endlichen Gebiet der Ebene gleich- 
mäßig konvergent, wenn aus ihm die Punkte 1,0,—1,— 3, —5,::», 
soweit ihm angehörig, herausgenommen werden. Denn es hat ja die 
Potenzreihe 


tra +0 +:--- 


den Konvergenzradius 27, so dab 


konvergiert. Also stellt die rechte Seite von (3) eine in der ganzen 
Ebene meromorphe Funktion dar, die in jedem von 1,0,—1,—3,—5,--- 
verschiedenen Punkte regulär ist-und in jedem dieser Ausnahmepunkte 
höchstens einen Pol erster Ordnung hat. Die durch 


1 
1 ei 
TE Me ht 
=) | 
0 


für 6>1 definierte Funktion ist also in der ganzen Ebene mit Aus- 
nahme von s= 1 regulär, die durch 


oo 
1 wet 
— — ds 
l af | 
0 


für 6 > 1 definierte Funktion &(s) also ebenfalls. 


rn 


! 
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Aus der gefundenen, in der ganzen Ebene like Daralillung 


Ca 


&(s) = mr. Fataatest fe 


ergeben sich nochmals die uns schon bekannten Werte von &(— m) für 
ganzes m > 0: Bekanntlich ist” in 








oo 


24 Do (<je|<2m) 


e® —ıi 
n=0 
e e=Y, 
ee a 
| und für ganzes qg>1 
27 rg 0, B 
ee 
el) ag)! 





Ferner hat T'(s) im Pol — m das Residuum en dä 





m! 
7T 
Is)  ra—gsinns’ 
i PL a s—- m 
lim (s + m) Is) = TA -+m) io 


s=— m 


| Ir (— 2% 


m! 





1) Dies stimmt mit der Bezeichnung B, im $ 70 bei den Koeffizienten der 











Reihe 
922-1 
dgs= 25 se m sul, (0 <<) 
gl 
überein; denn aus dieser Gleichung folgt, s= — = esetzt, im Gebiet O< x <2r 
8 8 | 
(2) 2tB, (—aN 7" 
al 5 ag! td 
gl 
Be De a 7 29-1. 
D — 1)7 ‚20% 2 
FE = > ed) 20) 








RENT Be; 1 
ee 17 ED (2)! Ex 


g=1 
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ist. Daher ergibt sich 
lim(s—1)&(s)=1, 


sl 
0-1 
und für ganzes g>1 
Ei 29) 2 Ö, 
(2g—1)! gl a0 
.12B, 
2q 5 


wie wir schon in $ 70 gefunden hatten. 
Beweis der Funktionalgleichung: Es ist für O<s<2 


s—1l 
x 7T 
Se 


Bin — 
6 in, 


wie sich folgendermaßen ergibt. Nach einer schon in $ 70 benutzten 


Formel ist in der ganzen Ebene 


oo 








1 ii x 

gs 28 > PR; 
I 8 
1 1 1 
+ Det): 
n=1 ® 
also 

1 1 1 1 1 
n ESS > Br, 
cl s Pag gar ar On Wan 


(was natürlich nur noch bedingt konvergiert), folglich 


tg ctg (5 5) 








1 1 1 ii 
S- ze@; +  . 
—8.—-4+s 3—-—s 535-435 
2 2 2 2 
7 st 
SER IRERT, 
Een 
sin te 


1 1 1 1 











1 ii 1 1 1 
Par mer en. 








7 
4 
1 1 1 1 
la at tler 
r 


d 
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295 
Andererseits ist für O<s<2 
3 s—1l 
x 
le dx 
0 
- offenbar konvergent und 
2 9-1 3 s—1 
9 i 
0 r Hi 
er (,) dy 
re Fre a) 
0 3 a? 
m nis 
N erg) Feen as 
N 0 
2 5 
- (wet tt4 Er det (ee dx. 
0 0 


Die gliedweise Integration beider Reihen bis 1 hinein ist nach dem 
Rrelschen Stetigkeitssatz über Potenzreihen erlaubt, da die unbe- 


stimmt integrierten Reihen 





a5 „+? „st+t# 
ER I ae 
und 
228 2 26-8 





abgesehen vom Faktor x° bzw. x&”° gewöhnliche Potenzreihen sind, 


welche für = 1 konvergieren. Es ergibt sich also 








a! 1 1 1 1 To Ss Kl 
Saar - Keier De % ee 
0 


' 1 1 1 1 1 
TE a Teer 








TU 


sı 
Binz 
7 
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Nun ist ’ 











Dies galt für O<s<2 und liefert für 1<s<2 weiter, da die 
Summe der linken Seite über n = 1, 2,--: konvergiert 





| 
DD 
= 
q » 
| 
“ 
ne 
a er 
Qu 
S 


Diese Gleichung gilt auch im komplexen Streifen 1<o<2, wo ja 
für ein solches s—= 6 + ti die Summe der Integrale der absoluten Be- 
träge rechts mit der obigen Summe für s= 6 identisch ist, und es 
darf wegen der Konvergenz von 


© oo 
[) eh 
SH 2 
In’ + 2 
ze 


dx 





Pr 
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auch die Summation mit der Integration vertauscht werden. ° Für 


1<6o<2 ist also 





Nun ist bekanntlich® überall auf dem RE 


er? 
18: 
It re +20 n? 2 12 
e SS = 














n=1l 
also 
x ; e 7® 
N Ve RE a = 1 
"+2? \ am _ı 2/28’ 
n=i 
folglich für 1<o<2 

N Ense oo 

$) nr 27x 

h} E 2 € +1 1 a 

| = — f@ EN )a da 

e 1 

N 0 

] 

| N 

| BEER, ( +1 zo. 
Er) Pe | u 27 27 

0 

a ey NA LA 
—(2#)7'sın ft ee SE dx 


4) = (Ax)-!s — 


"ls e+1 % 
Be 


2 
Ja’da+ ei - 
1 


Andererseits ist er o>1, wie oben festgestellt wurde, 











1 2 3.1] 
(6) EL fe et fe 


1) Dies ist mit der Formel 


gs — 2 San si 


RL 


identisch; in dieser braucht nur s = mix gesetzt zu werden. 


-d x) 


pe | 
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und für O<|x]|<2x 











- = e . 3 5 FLUR 
I nl a a0 N 

also, 

2c,= b, 
gesetzt, 
(6) in 1 -P b,x + b,0° + b,0° + ., 
) bat ber ba’ ++, 

Be 
wo | 
LA a b,| + ıd,| Er 

konvergiert. 


Für 6 <2 ist nach (7) das in (4) zuerst auftretende Integral 


1 EG 
Be 
E Te N 2>dte = b & au 
x 1 ” 2n—1 
RT 0 nel 
oo 


Q 2: bee . 
— 


für 6>1 ist das erste in (5) auftretende Integral nach (6) 











-=1 
oo 

2 1 N 2n—1 . 

(9) Fre], ir Inn 


ferner ist für 6 > 1 das in (4) zuletzt auftretende Integral 


x 


fe -Yra-[4-2+1)er0e 
1 


1 
Dan 1 2 
u (2 a0 4,2. 


Die rechten Seiten von (8) und (9) stellen in der ganzen Ebene 
“ meromorphe Funktionen dar, das zweite Integral in (5) und das Inte- 
gral in (10) ganze Funktionen; also ergibt sich in der ganzen Ebene 
(exkl. der Pole) aus (4), (8) und (10) 
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—b,,_ 105 R 
Ga = am (D;, Far, n3 2/ 1 de), 
nn 1 
aus (d) und (9) 
1 — OErE 1 2 2 
1 ee) 29 de Ewa" +22 da). 
1 


OR | 








Die Klammerausdrücke in (11) und (12) gehen ineinander über, wenn 
man s durch 1 — s ersetzt; daher ist 


( 
el — s)2T1- 5), 


an) "sin 
(27) sin 


BE 
2 (em "sin — Pd — $) 








a &(s)  T(e)sinsz 
| 2(2 7)‘ sin = 3 
| ae EN cos Is) &(8). 
| 
ER 
| Sechzehntes Kapitel. 


| Über die Existenz der nicht reellen Nullstellen von &(s) und die 
Produktdarstellung der ganzen Funktion (s— 1)$(s). 





8 73. 


 Hilfssatz über den reellen Teil einer analytischen Funktion. 


Satz: Es sei die analytische Funktion F(s) für |s—s, <£r 
regulär und A das Maximum von RF(s) für |s—s,|=r, d.h. für 
Is—s, <r. Es werde 


Fs)=-P+tri 
gesetzt, d. h. 
NF(s,) =. Dr 
Sr) =}. 


Es sei 
Ze. 


id a 
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Dr ist für Bage, = 


Fa|< iv + Bit +24, 
und 


INFO <IR TER + 241 


Beweis: 1. Wenn Fs) konstant ist, ist 


P=ÄA, 
RFl)|= Pß| 
IR o 
ra R Q 
Pia nee 


Fis)|< Ip! HIRF(s)| 
<iri+ BIER + 24,8 





u e N 
2. Wenn F'(s) nicht konstant ist, ist bekanntlich 
B< 4 
also die Funktion 
en ENTER 
A) = Fo + Bi 2A 
FO—- At +t2e 





Fo -Arh u 
für |s —s, <r regulär, da ein Verschwinden des Nenners 
G-NESI - ATPReA 
sA4—-AF pH | 
A<P 2 


bedingen würde. Ferner ist | 
H (80) zn ) 
und für s— s|<r | 
 lBelsi; 
letzteres ersieht man daraus, daß, wenn 2, die zu 2, konjugierte Zahl 
bezeichnet, aus EN Be 


nebst 
Het ur, . <O 
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2-4” _ wm +w— on)” 
ze  @+%)? +— 0)? 
st 
folgt, da der Nenner gleich dem Zähler plus 4uu, ist. 
Folglich ist H(s) 


für s— s,|<r regulär, und es ist für s-s, =r 














H(s) 
s—,|=r’ 
wenn O<o<r ist, ist a für |s —S9|=o 
B:OE 
sperg == TEL 
(1) HO|I<,: 


(1) gilt also auch für |s — s,| zen 


Nun ist nach der Definition von H(s) 
F(s) = Prrii+ß—=- rt —-2NHR 











1— His) 
} 2(A—P)H 
() hm 
also für s— 5, <o 
| 2A— 
SACH za Bl Wr Beeren 
= 
ee 


| Zn 150) las0 
er 240 





| 





r—o nor 
Andererseits läßt sich aus (2) so weiter schließen: 
Ken u En His) 
RF)-B-LA-HR(; zer 


| 


RFS)I<SIRL +2A— Die 


</ßl+2(A+|ß 





- || 2 +24 &- 


eo 








1) Dies ist der Hauptwitz beim Beweise. 
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Der bewiesene Satz liefert insbesondere für oe = . 
(3) F&|sr|+3|ß|+24 


d. h.: Kennt man eine obere Abschätzung von NF(s) auf dem Kreise 
's—s,|=r und den Wert der Funktion im Mittelpunkt, so hat man 
eine obere Abschätzung des absoluten Betrages (d. h. außer der ge- 
gebenen oberen Abschätzung des reellen Teils eine untere Abschätzung _ 
des reellen Teils, sowie eine obere und untere Abschätzung des ima- 
ginären Teils) auf dem Kreise s— s, = 

Von den Folgerungen betone ich besonders den 

Satz: Es sei F(s) eine ganze Funktion; es sei die Kon- 
stante © so beschaffen, daß auf unendlich vielen Kreisen 

=r, unter denen beliebig große vorkommen, durchweg 

er h. für alle zugehörigen Amplituden) 


NF(s) <ar® 


ist, wo a eine weitere Konstante ist. Dann ist F(s) eine 
ganze rationale Funktion, deren Grad © nicht übersteigt. 

Der Satz besagt insbesondere im Falle © <1, daß F(s) eine; 

Konstante ist. \ 

Beweis: Nach (3) ist für jene unendlich vielen r, worunter be- 

liebig große vorkommen, da 
A=A(r) 
<.ar? 


. 7 . ii 
vorausgesetzt wird, auf dem Kreise |s|= 


F()|<|ri+ 318 + 2ar9, | 


F(s) - > 6,82 
n=0 
| 3| 2 
(4) Kal Dee 2 
8 
Für jedes n> © muß also, da die rechte Seite von (4) für alle hin- 
reichend großen r beliebig klein ist und die linke Seite von r unab- 
hängig ist, 
e,= 0 | 


sein; d. h. F(s) ist eine ganze rationale Funktion, deren Grad <® ist. 


also ın 





\ 
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8 74. 
Hilfssätze aus der Theorie der ganzen transzendenten 
Funktionen. 
Satz: Es sei &, &,,::- eine Folge von unendlich vielen 
komplexen Zahlen, unter denen keine O ist, und für welche, 


se 7 


gesetzt, 


MR 


für alle n>® konvergiert, wo #®<1 ist, so daß 


n-[IC-4) 


v=1 
eine ganze Funktion ist. Dann gibt es zu jedem ® >®% un- 
endlich viele Kreise |«|=r, darunter solche mit beliebig 
großem Radius, auf welchen durchweg 


[ hal> er 
Ast. 


Anders ausgedrückt: Zu jedem ® > 9 und jedem & gibt es ein 
r=r(0,0)> o mit der behaupteten Eigenschaft. 

Beweis: Es darf angenommen werden, daß die &, nach wachsen- 
den r, angeordnet sind: 


Eiern ne. 


Nach Voraussetzung konvergiert, 


n —— 
gesetzt, 
— 1 | 
(a) Dr 
weile. 


daher ist für unendlich viele n 
Ener 2; 
d. h. es gibt zum Mittelpunkt OÖ immer wieder einen von Wurzeln 
freien Kreisring der Dicke 2. Denn, wäre für alle n> N 
re 2; 





1) Mehrfache sind mehrfach zu berücksichtigen. 
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so wäre für alle 1 > 0 


TEST: 21, 
also (1) divergent. 


Es sei ferner g=g(r) für alle r>4 als die kleinste positive 
ganze Zahl definiert, für welche 


EAN NN 


ist. g nimmt mit wachsendem r niemals ab und wird mit r unend- 
lich. Da 


n=1 
für alle n > # konvergiert, ist” für jedes n > # 


. N 
lim — =(, 
n 


n=»Tr 


also bei gegebenem 7 > 9 von einem gewissen n an 
n <rl; 


N 


. . . | 
von einem gewissen 7 an ist also \ 


1.7, | 
< en | 
Es ist nun ein 

>% 
gegeben; ich verstehe unter 7 irgend eine Zahl, für welche | 
n<1 | \ 
und \ 
a | 


ist. Dann gibt es unendlich viele », darunter beliebig große, für 
welche folgende vier Bedingungen erfüllt sind: 





j oo 
1) Daß aus der Konvergenz von >, bei a, >a,,1, ,>0 


n=l 


limn a, —() 
2.00 


folgt, ergibt sich unmittelbar aus 
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Daaie) 
a<(2n)), 
} ) I 1 c 
(2) (2r)' log(2r) + (2r) > a a 


e—8&|>1für |z|=r und all v >1. 


Denn die drei ersten dieser Bedingungen sind für alle hinreichend 
großen r erfüllt, die vierte für jedes 

r, = u +1 

pre 


wenn 


Ya+1 > rn Ei 2 


ist, was nach dem Öbigen unendlich oft vorkommt. 
Es werde nun für jedes solche r das Produkt 


[ee] 


a) I(1- 2), 


v1 


wo |<|=r ist, in zwei durch v—= g geschiedene Teile zerlegt: 


[6,) 


= (1-2) II (1-2) 


v1 v/r=g+1 


Hal, 


In //, ist jeder Faktor 


also ist 


. er 











— e-@r)"log(er) 
20 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 
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In /J; ist infolge der Definition von q 


also, da für O<u<s- 


ist, 


daher ist 


also nach (2) 


was zu beweisen war. 

















a! 7 
E, r, 
I r 
 Ig+1 
1 
ee 
1 
2 
ur u? 
—U —— — — en 118 
l—u=e ?3 
BY ne 
U 
Er e ı-u 
3 e 2% 
| 
| x IF 
Be eV 
& 2. T, 
Bi PR 
ee 





’ 23 1 
erh 
>> Mi, 1-7 


v=q+1’7!'v 
2 => 
r " 
1-1, > n 
>e "g+ır=g+tl’V 


oo 
2r Bi 





(in nn 
—E0 h 
Ih(a)| = J/Z\ 11 


— (2r) "osen-en! St 


velts 
3>P ; 


Ih(a)|>e-"®, 


a 


\ 


$ 74. Hilfssätze aus der Tiheorie der ganzen transzendenten Funktionen. 307 








Satz: Es sei g(x) eine ganze, nicht rationale Funktion 


s 10) +0. 

Es existiere ein ®<1l, so daß für alle r>0.und alle 
reellen 

(3) are) < Be” 

ist, wo B eine Konstante bezeichnet. Dann hat 4(x2) unend- 
lich viele Nullstellen &,8&,---, für welche 


IA]: 

5, | 
v=1 

konvergiert, und es ist überdies 


92) = HOJE| ie) 


Die Voraussetzung (3) lautet kurz: Es ist auf dem Kreise || —r 
leichmäßi Ä 
; e 9a) = Ole’); 


natürlich muß deswegen # positiv sein, da sonst y(x) konstant wäre. 


Beweis: 1. g(x) habe keine oder endlich viele Nullstellen. 


Dann ist y(a) = e&®) 


bzw. 
n 


sa -eol ft -2), 
v=1 
wo k(x) eine ganze Funktion ist. Jedenfalls ist für alle hinreichend 
En a2 eo, 
also 
RO <|yle) 
= Be? 5 
Nkla) <logB+r?, 
also für alle hinreichend großen r 
Rk(e)<2r°. 
Nach dem Satz am Schlusse des vorigen Paragraphen, dessen Voraus- 
setzungen hier sogar in unnötigem Umfange (für alle hinreichend 


großen r statt bloß für passend gewählte beliebig große r) erfüllt 


sind, ist also wegen 
<l1l 
20% 
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k(x) eine Konstante; d.h. 9(x) wäre eine ganze rationale Funktion, 
gegen die Voraussetzung. 
2. g9(x) hat also unendlich viele Nullstellen. Ich zeige zunächst, daß 


SE 
21 


und sogar 





ee 
für alle n > ® konvergiert. Die Nullstellen seien nach wachsenden 
absoluten Beträgen geordnet; d. h. es sei, 
&1=r, 
gesetzt, 
Hape 


n sei irgend eine ganze Zahl > 1. Wird 
1 


96-900 


gesetzt, so ist 


I) 
G(&) 
eine ganze Funktion. Auf dem Kreise 
| x I’ dr, 
ist nach Voraussetzung 
Isa) < Bew” 
ferner 
| 2% BL | 
a)| Bl 1-5 
N Br, 
>]I( -1) 
el 
> [8-1 
an, 
also 
Be m 
| 9(&) 
als 
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es ist nun 
- 90) 
EAU 37 
nicht größer als das Maximum von 
Fr 
G(&) 
für 
| X | = Ir, 
also 
(87)7 


90). < B——, 


nlog2 + log|g(0) | — log B< (3r,)”. 
Für alle »n von einer gewissen Stelle an ist also 


(8 Fe Be . 2 








also 


konvergent. 
Insbesondere ist 


konvergent, also 


= eo] ](ı- £): 
v=1 
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wo k(xz) eine ganze Funktion ist. Es bleibt zu beweisen, daß k(x) 


konstant, also &0) — g(0) 
ist. 
Es werde © so gewählt, daß 
er! 


ist; alsdann kann nach dem ersten Satz dieses Paragraphen eine 
Schar ins Unendliche wachsender Kreise | =r gefunden werden, 
auf denen 1 | 
| N 9 
ITe-5>: 
ist; auf ihnen ist | | 
Be’ >\g(x)| 
| © 
_ eRK(@) | RT 
; | {Al (1 5) 
> eRk(a) e- £% 
NRkla) <logB+r?’+r9; 


für unendlich viele r, unter denen es beliebig große gibt, ist also | 
auf dem Kreise x|=r / 


| 
| 
| 
| 
| 
\ 


f 


Nkle) <2r®. 
Nach dem letzten Satz des $ 73 ist also %(x) konstant, womit die 


Behauptung R 
se)-s oa] KL -2) 


| 
bewiesen ist. 
8:70, | 
Die Produktdarstellung der speziellen ganzen Funktion Z(/x). 


Ich behaupte, daß die Voraussetzungen des zuletzt bewiesenen 
Satzes für diejenige ganze Funktion (x) erfüllt sind, welche mit &(s) 
im $ 71 durch die Gleichungen 





s=3+2i, 
s(— 1) s SE = 
AOL He 
e=x, 


a2) = 90), 


\ 


ua * oE 2. 


$ 75. .Die Produktdarstellung der speziellen ganzen Funktion & (V x). SL 














d. h. 2% 
s=-++Yx i, 





A) IH &(s) r(£)= = g9(#) 


2 


verbunden war. Jedem £ +0 entsprechen zwei verschiedene s, deren 
Summe 1 ist; aber die linke Seite von (1) hat eben für zwei solche 
s denselben Wert. 


Schon in $ 71 war festgestellt, daß g(x) eine ganze transzendente, 
nicht rationale Funktion ist und daß 


90) +0 


ist. Ich habe also zu verifizieren, daß es ein <1 und ein D derart 
gibt, daß identisch 


| E, 
(2) 19) < Be 
ist, wo 

r—|«| 


gesetzt ist. Es wird sich für jedes # > $ (bei passender Wahl des 
zugehörigen B) die Richtigkeit von (2), d. h. die Relation 
es 
9@)— Ole ) 
ergeben. 
Es werde gleich x = r> 10 angenommen. Da die linke Seite 
von (1) für beide zu x gehörigen 
s-z+tYyeri 
denselben Wert hat, wähle ich das s so, daß 
>; 
ist, was ich stets kann. Überdies ist 
s|> Viel < 
>2 


und u 
Is <;+YVle 
-3+Yr 

<2YVr, 


1 
| a udu | 
Se kereras! 
n=19 


also, dd o >53 >0 ist, 


Kol 
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1 


<it as EaVeD 





3 
2 


<a,YVr. 
Ferner ist für 0 >5% 


em! 
u 
D|o 
nn 
| 
= DESSEN. 
a 
N 
Ss 
vo| 
| 
Q 
= 


Es +[ e"ullau 
: | 
<a+T(le]+1) 


Else [e]!, 
also für 3<o<]1l 
r(5)|<% ls 
fürlo 1 | er 
r(3)|<@ +le] 
012,02 


zusammengefaßt für 6 > 
r(5) | <A, + 60°. 
Für unser Gebiet z/=r>10, 6 > ist daher 
als“ 
<a +2) 
<a, +(2yr)" 
<a, + (@yr)?” 


2Yr (log2+ Llogr) 
Dr 2 
=4+e > 


S 76. Die Produktdarstellung von (s— 1) £(s). 
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also für jedes d > O0 
| 1 
| Re) | e% a,e : 
für r> 10 ist daher 


\y@)| = 





=) -7 
= sOr(5)r | 
ee & z+r0 

E 2yı Mr ser a,Vra,e 





TT 


u wet 
< u,e s 
d. h. für $>1 ist 


9) = 0(e”). 


Daher hat nach dem letzten Satz des $ 74 die Funktion y(x) unend- 


lich viele Nullstellen, und es ist 


O8). 


v=1 





wo 
wi 
v=]1 | 5, | 
und sogar 
| oo 
1 
E 
v=1l 5, | 
für alle n>5 konvergiert. . 
S 76. 


Die Produktdarstellung von (s— 1)£(s). 


Da die komplexen Nullstellen 
a uk 


von &(s) mit den Nullstellen &8= &, von 9(x) durch die Gleichung 


0=++ Vi 


verbunden sind, wo jedem & zwei o entsprechen, und da 


e/>2yiEl-+ 
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ist, so ist bewiesen, daß &(s) unendlich viele komplexe Nullstellen o 
im Streifen 
a! 


SH 
le|? 


Q 


hat, für welche 


und sogar 


für alle «> 1 konvergiert?). 
Ferner ist 


&(s) — 


1 
Ta 1) 'r(2) 


en) +) "2 9(- 6-2) 


Fe 7° 9(0) 14 
Pal Hy IM / 


elle 


wo — VE, und V&, die beiden Werte in irgend einer Reihenfolge v3 
zeichnen. Wenn die von —2, — 4, ..- verschiedenen Wurzeln von 
&(s) in der Anordnung mit 9,, 05, ' A. werden, daß 4 + VE, v 
den (2v — 1) ten und 2v ten Platz einnehmen, ist 


Fe+ ze He)- IT Bet 


x? 9(«) 



































B—ı 2vr—1 2v 
» 09% 17 ae 
a ea 09,8 | 
Be [7 m 
n=1 On a 





1) Übrigens wird sich später ergeben, daß 


> 


. divergiert. 
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'Da = 
Dr 
[5 | 
r a 
konvergiert und 
I 1 1 1 
we Eur gt = 
Be hy ey! 
al 
BER; + 
ist, ıst 
> 
u IL 
konvergent; da ferner 
S 
un | 77 [= 
nl 
konvergiert, so konvergiert 
oo 1 oo 0, 
en | Da 
"=. go, n=1 a 2 
und es ist 





Ze I u! 
wo sich aus 


0) --% 
4 
ergibt. 

Es ist bequemer, das Produkt so zu schreiben, daß es sicher un- 
abhängig von der Reihenfolge der Faktoren konvergiert. Die Hinzu- 
fügung der dies bewirkenden Faktoren 

En 
‚erfordert vor dem Produkt die Hinzufügung des Faktors 


oo 
J 
und liefert also 


a) DE) 4. | 


TA 
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wo b eine Konstante (4 log — 2) =) bezeichnet und e in irgend 
n=i u 


einer Reihenfolge alle nicht reellen Wurzeln +: von &(s) durchläuft. 





Wegen u 
— ZEN +) Rn, 
Luce: 4 
elle) 
n=1i 


lautet also die Weierstraßsche Produktzerlegung der ganzen Funk- 


tion (s— 1)&(s) 


un "6 er “TI(: ) A 
n=1 ö 


wo 
B=b+ a 
gesetzt ist. 

Am bequemsten für die Anwendungen ist (1). Diese Relation 


liefert weiter: 


Ä nee: 
(2) a er Site) 
2 


wo rechts die Summe absolut konvergier. An den Nullstellen und 
am Pol von &(s) haben eben beide Seiten von (2) einen Pol erster 
Ordnung. 

Auf den Wert der Konstanten b kommt es im folgenden gar 
nicht an. Er läßt sich aber leicht bestimmen. Denn für s= 0 
liefert (2) 








ZUBE ıT@) 
or het ae 
2) Dr. 120, 


und der Wert von 8’(0) ergibt sich leicht aus der Funktionalgleichung 


an a, cos = T(s) 665); 


$ 77. Hüfssatz über die Gammafunktion. 317 











denn diese liefert 
2 Se EN TAG 
ee Pas OB, 

also, da in der Umgebung von s=1 


Be. DE RO 





2 N Ss— 
JO) 1 
ET 


EN gr - 040, 


28(0) = — log2z, 
b=log2r 1-30. 





Siebzehntes Kapitel. 


Beweis des Niehtverschwindens von S(s) in einem größtmöglichen 











Teile des Streifens O<o<1. 
SRTT: | 
Hilfssatz über die Gammafunktion. 
Satz: Für O<o<2,1>2 ist 
7@| 
DEREN log t, 
also a fortiori 
1".(8) 
Ts) = lot, 
Die zweite Abschätzung genügt für die allernächsten Anwendungen. 
Beweis: Aus Er 
1 Cs s n 
Is) : JE +,)e r 
folgt r 
2218), 1 1 1 
7) Ba: +26 ve = 
1 1.1 
u Ben 


Er) 
\ / 
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Für 0O<o<s2,t>2 ist daher 


N 
ee +@+92 











ny (6 r= n)® +1? 





<1+1 Hard. Ann 


t 
<24 0492 7 er 
il 


n=t+l1l 
an 
Di+e+ +92 


nn wi 


wu n M 0(,)) dogt + OD) + o(t-;) 
— logt + O(1), 


was zu beweisen war. 





Fe 2 





Ss 78. 
Beweis des Nichtverschwindens von {(s) in einem Gebiet, 


dessen Dicke von der Ordnung — ist. 


Aus der Gleichung (2) des $ 76 folgt für o>1 





r (5 +1) 
De es ne) Set Al 


also, wenn der reelle Teil genommen wird, 


log p cos (mt log p) c—1 
SE HE ee 
(+ 





ınG 
p, m 


(1) | rig+lt3) = un 
Br a Sem reemte) 

N a da 
Tr <Z Se 
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ist, nach dem Satz des S 77 
6 Be 
a 1 Ale ar . 
Bent.) 


1 )<: 
i r(+1+50) = rs+t1+33)| 














und daher nach (1) für 1<o<2,t>2 


l tl = 
(2) > on ed <G lo ogt 2% er et ß? ) 


p,m 








Nun ist in I jedes Glied > 0, da 
0421 
ist; also ist die ganze Summe > 0 und folglich für 1<o<2, >22 


log p cos (mt log p) ; 
RX < c,logt, 





p,m 


let ti) 
GB ne wlogt, 


Es bezeichne nun ß + yi eine bestimmte Nullstelle von $(s), für 
welche y>2 ist, und es werde in (2) t= y gesetzt. Dann hat I 











ein Glied ? 
c—ß + ß 1 
VD Aa ee u 
da alle anderen Glieder >Ö sind, ist also für 1<o<s2 
BEBOmETUED ug 1, 
pP, Im P 
1 cos (my lo a 
aa logry u“ —+ ee = 


wo also c, unabhängig von der speziellen Nullstellenordinate 7 (> 2) ist. 
Nun ist identisch 


— 6089 <2+3c0829p; 
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also ist für 1<o<2 und alle Nullstellen $ + yi mit „> 2 
logy + Di log p cos eu log p) 


Fer pP 











= 
(6 + 2yi) 
U OEN  egei IR: er wel 
Nach (3) ist 
(+ 2yi } 
48 (0272) <40log (27) 











< c,logy. 
Ferner ist für 1<o<2 
_EO)_ 
eo) a1: 6 
also ist für 1<o<2 
i 1 1 
(4) $ a leo 


(4) lehrt zunächst nochmals (was wir in $ 45 viel einfacher 
schon gelernt hatten), daß 


Pe 
ist; in der Tat könnte im Falle 
Ben 


(4) für kleine 6 — 1 nicht mehr gültig bleiben. 
Ferner ergibt sich aus (4), wenn 


re 
gesetzt wird, wo 
g 
: ar. 
ist ıt 
ist (dami ee 











1 
—< (3 + c)logy, 
Rt 
log y 
ES 7 1 1 
: ar 3 logy 
19 +6 
1 
ee 
3 log y 
19 +6 
en ag 1 
u +6 87 
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Für alle hinreichend kleinen 9 ist der Faktor von n rechts posi- 
tiv; also ist der Satz bewiesen: =“ 

Es gibt eine positive Konstante a derart, daß im Ge- 
biete 


Bei, Be 
== — a logt 
&(s) +0 
ist. 
8 79. 


Genauere Abschätzung der Konstanten «a. 


Schon der Beweis des Primzahlsatzes aus dem zwölften Kapitel 
läßt vermuten, daß die Abschätzung der Primzahlfunktion x(z) um 
so genauer sein wird, je kleiner die Konstante a des vorigen Satzes 
ist, wobei die untere Schranke 2 für ruhig durch irgend eine größere 
Zahl {, ersetzt werden kann. Wir suchen also ein möglichst kleines 
a derart, daß es zu ihm ein solches Z, gibt, daß für 


11 
Be. DRERR 
&(s) + 0 
ist. Mit anderen Worten: Wir suchen ein möglichst kleines «@ derart, 


daß das Gebiet sr 


a logt 
nicht unendlich viele Nullstellen von &(s) enthält. 

Ich bin weit entfernt davon, die untere Grenze der a mit dieser 
Eigenschaft angeben zu können oder auch nur sagen zu können, ob 
sie >O oder =0 ist. Ich will aber die Untersuchung wenigstens 
bis zur Angabe eines bestimmten a durchführen, welches kleiner ist 
als die bisher in der Literatur vorgekommenen, und werde dabei 
gleich von dem allgemeinen Ansatz ausgehen, zu welchem eine be- 
liebige Cosinusungleichung im Sinne des $ 65 Anlaß gibt: 


Ba 


’ 


ATta,cosp-+.--+a,cosng >0, 
wo ; 

<m<am, %S0, Dune „zZ 
ist. | 





1) Selbstverständlich ist dies nicht, da damals in dem Gebiet außer 
+0 


noch eine bestimmte obere Abschätzung von 
| | 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 21 


verlangt wurde. 
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ae Ab Bean 1; des vorigen et, folgt, wenn ich 
_ jetzt die schärfere Fassung des Satzes aus $ 77 anwende, für 1 202; 
22 


1 et o— Pf ß 
A) Dre nen iogi+ 0, (re 
| pP 


p,m 














also zunächst 


er (+ ti) Be 
2 Re) <tlogt +. 


(1) liefert weiter für i=y>2, wo y die Ordinate eines _ ist, 
im Intervall 1<o<2 | 











log p cos (my log 1 
> BP mr ED — 1 ]ogy + b, — op; 
p Ren 
pP, m 
1 log p cos (my log p) 
oo <elegr + - 2 er 
? Fre P 





log p ("+ © cos (2mylogp) +++“ cos (my logp)) 
<ilgy+b+2 BEIBERBE 


mO 











p,m r 
Ye a, & (6) d, &l(e+ 2yi) a, Elo+nyi) 
Er ER (feren)) Koran) 
also, da » fest ist, nach (2) für 1<o<2 
1 2 We 
ashr trete 





0 1 1 2 “3 n 
Br Ran went er +a logy. 
Wird 

Ad, 


a, 


gesetzt und unter A eine beliebige Zahl > 4 T% ae Baei.. verstanden, 





so ist für alle hinreichend ee Nullsellenondinaen yundl<o<2 


Hierin werde 


Ei: 





log y 


gesetzt, wo über die positive Konstante g noch verfügt werden wird. 
Jedes 9 hat die Eigenschaft, daß 1<co<2 für ana hinreichend 


großen y ist, also alsdann (3) angewendet werden kann: 
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———— <(# + M)logp, 
Ben, 
. logy 
g 1 1 
Pr, ler 








% log y 
ner: 
Ich wähle nun die Konstante 9 so, daß 
BL ne a 
N % 
a u 
2 Es 9 a2 


möglichst groß ist. Aus 





1 ; % 1 
% un? EV 
G+*) 
folgt Y 
Gar ro 
De 

‚eine we 

| Se I<m<a, 


\ositive Größe. Das Maximum ist 


ı-V_ Van _ = W, 





für alle hinreichend ER ner x i,) ist Re 
13 „a er Yr)’ 


h © y? 





mit anderen Worten: Das « unseres Problems kann jede Zahl 


,„t%R +: tm 


2a, 








++ +0 
2(Ya —Vm) 
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bedeuten. Im vorigen Paragraphen war 


n=2,=3,, =4,%=-1, 











a, + 0, 5 
2(Ya— Va) 2(2— Y3) 
_5(62+93)’ 
2 
-3(7+4Y3) 
— 5 1.103 
— Bd Ba 


Unter Benutzung der kubischen Ungleichung aus $ 69 
5+8cosp + 4cos2p + cosdp 20 
ergibt sich, daß a jede Zahl 
13 
> 2(ya—y5) 
— = 13° > 
2(13 — 4y10) 
13 (13 +4 Y10) 
_—. 


18,52... - 








| 


bedeuten kann. 





. Achtzehntes Kapitel. 


Anwendung auf das Primzahlproblem. 


Ss 80. 
2 (8) 
Abschätzungen von {(s) und 2)" 
Es sei die Zahl «>00 so beschaffen, daß für 
j& a 
De 
es) + 0 
ist. Das Ziel dieses Kapitels ist, zu beweisen, daß alsdann für alle 


1 
a, 


(1) x(2) = Li(&) + O(xe-«Vios«) 


1st. 
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Da überhaupt ein « nach dem gehen vorhanden ist, so 
wird (1) für ein gewisses «> (0 bewiesen sein, also für jedes d > 0 
die Richtigkeit der Relation 


ze 
(2) = Li(x) + O (zeViser). 
was die Ergebnisse des $ 65 verschärft. 


In diesem Paragraphen müssen einige Hilfssätze über &(s) und 
Fra vorangeschickt werden. 

Satz: Wenn c irgend eine positive Konstante bezeich- 
net, ist für 


t>3,0>1-— 


Ar t 
|&($) |< e, logt. 
Beweis: {,> 3 sei so gewählt, daß 


el 


Ce 
log t, 


ist; dann gilt für >4, 06 >1—.,-—— wegen 6 >( nach $ 46 die 


Gleichung se 
udu 
(8) -S; el De 33 r (mtuyt!? 


1 A | - 0, <0<2 ist also 
2 Ser | 
ri 


0% 1 
1 du 
Be - nmel... 
n=1 =; Sr ([Ü+1) logt n=t+i1 (nt u) logt 


e | 12003 du 
—= O(t +1) "8! log ti) + O (& (E+ 10er) + 0 fs) 
u u RT; 


= 0 (lost) + es = ) ; 
| i RE 


“ logt 





























aeg 
— O0 (log i) + O(1) 
— 0 (log). 
Für 6 >2 ist |&(s) | sogar unterhalb einer endlichen Schranke ge- 
legen und im endlichen Gebiet 


ur 2 





c 
lost en 2 


IA 


desgleichen. 
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Satz: Wenn für t>4, (wo >23 ist, o>1— nt 
&(s) +0 
ist, so ist nach Annahme irgend eines positiven 
1 
Dee 
b 
fürt>1,0>21- Tex 
ol 3 
1 | <a let 





Auf die 3 im Exponenten der Behauptung kommt es in der Folge 
nicht an; es wäre nutzlos, sie zu verkleinern. Wesentlich ist, daß es 
überhaupt für jedes positive 

1 
er 
eine endliche Potenz von log t gibt, welche eine obere Schranke für 


Hol 
&o) 


im Gebiete der Behauptung 








Beweis: Zwischen b und - „ mögen zwei Zahlen b, und b, einge- 
schoben werden: 


b<b,<b<2. 


Die für o>1 durch die Dirichletsche Reihe 
= 1 ö 


MmS 


p,m MP 





definierte Funktion 

Z(s) = log &(s) 
ist auch für ?>4, 1>o>1-— = En regulär. Die Ungleichung 
des ersten Satzes aus $ 73 a 





(2) Fo) |<iyI+ let +24 
wende ich auf 
F(s) en Z(s), 
H=2H+ti, 
Tee 


b 
rn. 
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an. En kann ich für alle hinreichend ne t. En alle Punkte uv-+ vi 
des Kreises |s — s,| <r gehören nn hinreichend große t (für t>t,) 
dem Gebiet 





v>h, re 
an, weil 
b b 
en ee: 
und 
b; 


ist, wo die rechte Seite von (3) gewiß für alle hinreichend großen ? 
den Wert 1 1 


A ERTR En 
“1og(e+1+%,) 





übertrifft. 
Für >, liefert also (2), da mit Rücksicht auf 


RZ(s) log 565) 
nach dem vorigen Satz 
A<cH+ log log (t + 1+ ce) 
< c,log log t 











ist und 
Bi<logtl) 
at, 
r\<slog&(2) 
—a2 
ist, im Kreise s— s,|<o, d.h. im Es s-2 +) <1+,, 
d. h. insbesondere fürrs=o-+ti, 1— ie es o<2 
Zi) c,tc- ie 1 let 
: + b, b, 
Jogt : log t 
=6,+6 aan IE DREHEN ar zug: - 
logt Sr 
< 6 logtloglogt 
< 6, log?t. 
b, 


Also ist fürs=o +ti, t>14,, Eee, 


|Z(s)| < 6, log?t. 
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Für o>1— en gehört nun der Kreis um s mit dem Radius 


Dr = 
ac dem Gebiet 


Date, ver 


log v 


an, wenn nur £ hinreichend groß ist (t>t,), da 


b, b, —b 
a 
ER 
/ PS Mk en 4 6). ee Se uU 
“1 log t 2logt 
ehe 
u DIOR 


ist, was von einem gewissen t an 


SE. 





ist. Für t>4,0>1— Fr ist also 


ERSReE En 
höchstens gleich gen Maximum von |Z(s) auf dem Kreise um s mit 
dem Radius 4°, dividiert durch den Radius, d. h. 




















2 lo nn 
Er | 
2 ET 
128 x oe ( 7 2 108 ;) 
6) u—b 1 
2. Not 
<+6, 10047 
a b 
Also ist für t>4, o>1— BER 
(9) 3 
&(s) < «,log”t 
was zu beweisen war. 
s 31. 


Anwendung auf die Primzahlfunktion x(%). 


Aus den in $ 65 angestellten Überlegungen in Verbindung mit 
dem Satz des $ 73 und dem zweiten Satz des $ 80 folgt schon, daß 
für alle d > 0 


(x) = Li(&) + olxe-Vis) 
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ist. Es besteht nun aber genauer und beim gegenwärtigen Stande 
der Wissenschaft am genauesten der 
Satz: Die Konstante a sei so beschaffen, daß für !>4, 





e21- : Fr 
; &(s) +0 
ist; es sei z. BU a=20. Dann ist für alle 
yn 


x(x) = Li(z) + O(we-«V!os«); 
es ıst also Z. B. 


(x) = Li(&) + Den) 


Beweis: {, darf > 3 angenommen werden. Es sei 


.< 


fest gegeben. Es mögen zwischen «? und n zwei Zahlen b, und b 
eingeschoben werden: 


e<b<b<.. 


Nach dem zweiten Satz des vorigen Paragraphen ist für #>4. 








6 > Te 2 
= log t |&' 8) ne 
| Ele) og, 
“ b 
Bent. ed, 0 >1— DT 
$ 
ze <log®itl 
® werde so ae daß 
DR el, 
b 
ler logt, 


ist und daß für —,<t<t,0>0® 
EEE, 


also, exkl. s=]1, us dort regulär ist. 


1) Oder a = 18,53. Vgl. den Schluß des $ 79. 
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Es ist (vgl. $ 2 


2+Mi 


> log? — ae en ds + 0(1). 


Es werde, © > yYt, vorausgesetzt, der Cauchysche Satz auf den 
Integranden 


en 
g2 


und folgenden Integrationsweg ABUDEFGHA angewendet, auf 
und in welchem nach dem Bewiesenen der Integrand bis auf den Pol 
s=1 mit dem Residuum — x regulär ist: 


A=2-—#i, 
B=2+2i=4, 
U=1-— te 

b ? 
har 
E=®+%hi, 
F=0-—-bi=E, 

b f 
G=1 re 

b Sa 
H=1-— log (29) -adi=(, 


wo Ab, BC, DE, EF, FG, HA geradlinig sind und OD, GH auf 
der Kurve : 

er: 
verlaufen. Dann ist 


2 0 DB. FLO 
(1) 2i >) Aln)log - — 2rix ERESESET ET oO). 
n=1l B C D E F G ZH 


Hierin ist 





$ 81. Anwendung auf die Primzahlfunktion (x) 
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2 
a? 
= of E1og’ado 
x 
ur 

















ee 
R X log? 
— 0. zlog’z |. 
2 / 
Nun ist 
er ee 
log?  logt 
® dt 
in dt 3 
2 fl 1 I 
er a re 
€ 
9 t t 
bei festem x >e hat die Funktion von t 
b 
logt _bloge & u “ 
# BETRITT, log t (i log )1 ; 
ed: - j 
! " log® 


welche für {> 1 positiv ist und für lim sowie lim 


= 


verschwindet, ihr 
| 
Maximum bei der Wurzel von 
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das Maximum ist 


“ 1 
ige 1 BEN FUn 
OR bleex ah Pr x 1 
= 5 Fr VB yViszy eu I 
e 08r — 


DE Ole-?Ve Viog®), 








er M 


da 


% lese r ) 


ee: 
ist; daher ist | | 


er b 
logt r ar 
UT IZE—Ol. e Vo Vier BE. 
t° ie 
[} t log 
2 


2 \ 





oo 


— (0) | eraren f 
Ir 
E 1 log 


t 
— Ollogx e ayb Vioge), 


also, wenn alle Integralabschätzungen in (1) eingesetzt werden, 





>, An) log - = Ol log*r e-2V? Vloge) 
Dal 
= © + OlxeVirVioee), 
Hieraus folgt, wenn 


“ = Öd(X)= e VboVlog x 
gesetzt wird, 


>’ An) log — = + 0(8°x), 
n=1 
+0 x 
Dam) log? =x+.02+ O(ö?r), 
n=1l 
c+d% 
log (1 + > A(n) + > An)log?F? — 80 + O(0x), 


n=1 n=2+1 
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c+0% 
log (1 + 6)y(z) = dr + O(d?x) + O Dlognlog(1 + 0) 


n=x+1 
— dx + O(d?x) + O(dxlog(e + dx) - 6) 
— dx + O(6°x) + O(d?x log x) 
— 0% h O(ö?xlogx), 
ı(2) = De 5? + O(dx log x) 
x + O(dx) + O(öxlog x) 
— x + Olwe-V»Vioez]oo x), 
«<yb, 
ba) = 2 + Ole Vos:), 
9x) = x + Olwe-«Viose); 
daraus folgt schließlich 


1 1, oyonfi 2 re 
.z(@) en F 0 Dine 2 (Toon  bgm+ n) 1 ol‘ log x ) 
n=2 n=2 


— Li(x) + Olxe-«V!os«) + O Fer orran 


er 
— Li(x) + Olwe-«Vies®) + Of er Voerdu + De eylogudy 
ze @Vlog« 
— Li(x) + Olze-«V!os) + O(ze-«Vios) +0 (ze-«Viogx-aVioge) 
—= Li(x) + Olxe-«Vioee), 


also wegen 

















Neunzehntes Kapitel. 


Beweis genauer Formeln für gewisse endliche über Primzahlen 
erstreckte Summen. 





S 82. 
Hilfssätze über die Gammafunktion. 


In diesem Kapitel wird u. a. die genaue Formel für f(x) aus 
$5 der Einleitung bewiesen werden und auch zugleich eine allge- 
meinere für 


RT 
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pn<x 


wo r ein komplexer Parameter ist (der bei f(x) den Wert 0 hat) 
und wo der Strich in &’ anzeigt, daß im Falle x = p!o das letzte 
Glied nur 4mal zu zählen ist. Ebenso werde ich unterwegs eine 


Formel für Ei f 
- ? fan) = Fan) 
"logp 


mr 


pP 


pm < x 


entwickeln, wo auch bei «= p!» das letzte Glied den Faktor 5 ent- 


hält, also insbesondere (r — 0) 
F(x, 0) | v(x) “ a: BE B bei allen p, m, 
—= d(x) — zlogp, für x = pp 
ist. | 
Diese genauen Formeln sind übrigens nicht die wichtigsten Ge- 
setze der Primzahltheorie; denn sie sind entsprechend kompliziert 
und enthalten unendliche Reihen, in welchen die Nullstellen von &(s) 
auftreten, über welche man noch recht wenig orientiert ist. Das 
Problem, diese Formeln zu beweisen, ist mehr durch die Schwierig- 
keit berühmt, bei diesen geringen Kenntnissen über die komplexen 
Nullstellen o doch die Richtigkeit der Resultate festzustellen, als 
durch die aus den Formeln zur Zeit fließenden Aufklärungen über das 
Primzahlgesetz, welches in der asymptotischen, aber dafür so kurzen 
Gleichung 
(x) m 0ER 
einen viel prägnanteren Ausdruck hat. 
In diesem Paragraphen will ich nur einen Hilfssatz über die 
Gammafunktion beweisen, der zum Teil schon früher (im $ 77) vorkam. 
Satz: Für -1<os2,1>2 und für 0 >27 zz 


| 1” (6) | ee 
To ı<alogis|. 





Beweis: Aus 





Te 
7) a De: nen) 


N 


folgt für obige s, die ja alle einen absoluten Betrag > 2 haben, 


Fo ; 
I'(s) ie a ee 


nei 
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also, da durchweg 


stn]l2|is+1ll|, 
s+n>n-—1 


Ley] 
7 He ser es 


n=|s|+1 


ist, 





<2+ ralog|s| + [sie 


<c,log|s|. 
Ich füge noch einen Hilfssatz über die Funktion ctg hinzu: 
Satz: 1. Für <— 1 und 2. für!<s0, 6o=-—2, wo2 eine 


ungerade ganze Zahl >3 ist, ist 
| eig I | —lr 


Hierbei soll c, auch von z unabhängig sein. 
Beweis: Es ist 








PR eh 
et sn_ 2 
SA er 
BI 
2 
AR, EN 
% e? te : 
Bu bene en, 
BIENEN 
eri_q’ 
etg | = TER 
2 | erilo+t) 








1. Für i<—1 ist also 








e —1 
zt 
1 
ze tBE 
Be 
Bro ez=dd,..., E<0 ist 
Pa a Be hr FR 
also 
| sm| BET 
| ctg ge | = ae 
2 e +1 
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8 83. 
’ CT, 
Abschätzung von 20) 
Satz: 1. Fire <—1,|t| >1und 2. füirro=—-2@=5,5,:- 
EZ0 ist 





£(s) < log |s|. 


Beweis: Nach der Funktionalgleichung 


(ge ae cos“ Is) E(s) 


In &8 





ıst 
2 
(2 z)! Di 


(8) sn I’(1—5s) (1-5) 
fo Be + ze, - Tag kaze 


&(s) = sin T(1—-s)&(1-3), 














); 


Aus Symmetriegründen genügt es, 1. die Viertelebeneo <— 1, t<—1 
und 2. die Halbgeraden 6= — 2, t<0 zu betrachten. Allan ge- 
hört s dem Gebiet an, für welches der zweite Satz des $ 82 bewiesen 
ist, 1—s dem Bereich, für welchen der erste Satz des $ 82 gilt. 
Ferner ist für o <— 1 (also gewiß für alle in Betracht kommenden s) 


AN] logp 


ra re 


a9 |2.L pm’ 
p,m 


daher ist für alle s der Behauptung 


(8) 


Es), <log(2r) + — =4+clogli-s| +6% 





<clogil-s,, 
und dies ist 
<clog|s), 
da in jenem (Gebiet die Größe 
| 1—s 
al 
unter einer endlichen Schranke c, liegt, also 
log|1-s|<log(«|s|) 
—=logg + log|s| 


<clog|s| 
1st. 
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8 84. 


Hilfssätze über die Verteilung der komplexen Nullstellen 
von {(s). 


Satz: Es sei 7>0, N(T) die Anzahl der Nullstellen 
e—-PryYi 
von &(s), deren Ordinate y dem Intervall 
Mean] 


angehört. Dann ist 
NT+1)— N(T) = O(logT). 


Beweis: In $ 76 war die Identität bewiesen: 


ae, Der) 








To nm 
ueh: 

1 1 &'(8) 1 
n N ee oe je 


Füirs=2+Ti ist 


= 
Pr) 


SD | 
=! 
L- 
w|»|wu 
rs 
a 





158) 8) 
zo) Te 





und nach dem ersten Satz des $ 82, der wegen 
8 e 7% 


für 7 > 4 anwendbar ist, 








D>(.+, sr O(logT), 
9 





DIR (+2) = Oleg) 


und daher wegen 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 22 


ee u: vg 
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1 UN FE 2—Pß Br © Pe 
+) Saw tere 
2—ß 
= an? 








: 
ae ni 





1 
1 
(2) Zi zer O\og 7). 


In der Summe links gibt es 


NT+1,-N(T) 
TS ST] 


Glieder, für welche 


ist; jedes derselben ist 


Daher ist diese Teilsumme 





> N(T+ ar N(T) 


N(T +1) - N(N)= O(log T), 


Aus dem bewiesenen Satz folgt für konstantes A = O0 und kon- 
stantes D> A RIO 


NT+B—-NT+A)=D{NT+A+n+1)-N(T+AH+n) 


n=0 


also 


+{NT+B)—- NT+4A+[B-A4])} 
(8) = 0 (log T), 


ferner 


N(T) ==, N(1) +, 1N@) — Nn — 1)} Er ıN(T) Fr N([7])} 


rn 
= OD, logn + O(log T) 


= 0(TlogT), 
Satz: Wennein_® nur alle diejenigen Wurzeln durch- 
läuft, für welche x 
2—y|>1 
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ist, ist | 
| 
Beweis: Es ist 
1 { 1 
2 IF == 2 ira) 
I 1 
> 2 a +a= 


a4 > 1 
Zug u 
- ( Y) 


womit nach (2) die Behauptung bewiesen ist. 
Satz: Es ist fürs=6 + Ti, -1<so<2 


Ze 3 2 ee} 
q 


Beweis: Nach der aus (1) folgenden Gleichung 

















’ Be 
en 
P5+3) 


ist für obige s, da 





Rs+3)>2, 
n(+)2> 
ist, 
j 1 LA»] | s 5 
eemlogist 
Die Glieder dieser_D, welche nicht zu > gehören, haben nach (3) 
eine Anzahl ; : 
<NT+D)-N(T-)) 
| — .O(log 7); 
jedes jener Glieder ist absolut 
wat 
le 
<1Ito, 


da es für n eine feste obere Schranke c,, ‚gibt. Daher ist 


, 22° 
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Sa re ) <nlogislh 


2 ee | <aulogls| + 6, log|sı 


= („log 's,, 














also 
26 ee I Eau Az PÄr- un) 
It) 


<eulog|s| + I are 
r | 


<oulog|s|+ I, : 
0 














3(s—o)| | I(s+3— o)| 





| 3 
= c.„log|s|+ > A 


H | Re 
= ORTE +3 2 a9 
also nach dem vorigen Natz 
| A! 1 
> Be Hl = ‚<c,„log|s| + O(logT) 
<culoge 2 +T) + c„10gT 
<6elogT, 


Der.) MogT) 


Q 


S'(s) 


Weitere Hilfssätze über Es‘ 


Nach dem ersten Satz des $ 84 gibt es speziell eine Konstante 
C,, so daß für jedes ganze 9 > 2 das Ördinatenintervall 


IS Pal 
a Gr log 9— 1 Nullstellen enthält. Teilt man das Intervall 
(9:9 +1) in [c, log 9] gleiche Teile, so muß also mindestens eines 


ee Teilintervalle in seinem Invern Koch y haben. Wird der Mittel- 
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punkt je eines solchen Intervalls mit T, bezeichnet — womit je eine 
Zahl T,, T,, --- eingeführt ist — so ist also für jedes 9>2 und 
jede Nullstellenordinate y 

1 

Eier r| = 2 [c,,10g 9] 
1 

= 20,,10g9 
1 

26, log T, 


Cs Ist von 9 und y unabhängig. 
Die Zahlen 7, seien nun ein für alle Male fest gewählt. Dann 
gilt der 
Satz: Für?=[T, ist 
&o 
402 
Beweis: 1. Für o<—1,t=T, ist schon nach dem Satz des $ 83 
Fady] 
| 6) 


= 010g 31. 


<oslogis 

< 69, log? Is. 

Zn i<o<2,i—T, ist 

en ’ „ 

2 1 1 1 1 
dt) 
rs+1) % - 
wo = > N” eingeteilt ist, dab 

Q 0 R 
BI a mr 
2-»|<ImD 


ist. > umfaßt nach $ 84, (3) nur O(log T,) Glieder, deren jedes 
ß 


Ba, | Bere 17, 
nach Definition der 7’ -Zahlen 
<clogT, Er & 
< c3 log IR; + 69 


1) Das Zeichen O bezieht sich auf eine Funktion der ganzzahligen Variablen g. 


Sr 
Es, Bl 2 
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ist; daher ist gleichmäßig für -1<o<2 


SE, +1) - 00087) 


p 


ferner ist nach dem ersten Satz des $ 82 


Ss 
lg 
E ) e 0 (log ar 

n(g+!) 
nach dem letzten Satz des $ 84 


Der Y a 10 O(log T,); 


Q 








daraus folgt 
Se. 01)+0(7 .) + 00og 7) + O (log T,) + O (log? 2 











Ele fi 
= 0 (log? T,), 

18°(8) 

za aleellel 

3. Für 6 >23, i=T, ıst 
(8) rk 
&@ Sg) 

= (9 


S 86. 
Über die Darstellung der endlichen Koeffizientensumme einer 


absolut konvergenten Dirichletschen Reihe durch ein be- 
stimmtes Integral. 


Satz: Es ist für a>0, T>0, U>0, wenn VY=Min. (7,0) 
die kleinere der beiden Zahlen 7, U ist (eventuell ihr ge- 
meinsamer Wert, wenn sie gleich sind), 

1. falls y>]1 ist, 


Ba 


S ie ae Se 





SAN 
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una y<1 ist, 





Uran | 
[97 
| en ee J 
| are log y 
a— Vi 
VRERUE ı 
rs ARE = 
Yy 
Beweis: 1. Es sei 
Re 


Ich wende den Cauchyschen Satz auf 


fYas 
Ss 


und das Rechteck mit den Ecken a— Ui, a+T,b+Ti,b— Uian, 
wo b<0( ist. Dann ist, da der Pol s=0 mit dem Residuum 1 
darin liegt, 


a+Ti b— b+Ti a+Ti 

ji iu: | as [X ds + [Yas 
a— Vi a— Vi b—- Ti b+Ti 
a+Ti 


fr ds+(T+ U) Yrf% do 


I ds — 2ri 





2 ( 
<> fan +04 a: 
d 5 


2 
u kenn ni 








Pr vn +(I+ 0); 
also, da dies für alle b< O0 gilt, wenn zur Grenze b= — oo über- 
gegangen wird, 
fr 
7 2 y“ 
ds — 2si OR 
2 Ui 
2. Es sei 
e 


Ich wende den Cauchyschen Satz auf das obige Rechteck an, wo 
aber b eine Zahl >a bedeutet. Dann ist, da der Pol des Integran- 
den außerhalb dieses Rechtecks liegt, 
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a+Ti b—- Di b+Ti a+Tt 


af: as + [X as+ [Yas, 


a— Vi a— Vi b- Vi b+Ti 
a+Ti 


Juist do+(T+ vn)! fan 


a—-UVi 


2 E = a 
x; / yrdo+(T+U)Y 


<, |wdo+(T+U)% 


2 
a yeR 2 aa 


also, wenn zur Grenze b= © übergegangen wird, 


Aus diesem Satze folgt, daß das unendliche Integral 


a+mi a+Ti 
y' i h 
Y ds = lim Y.ds, 
T=zo Ss 
a—@i TE 00 


wo a>0 ist, für y>1 und O0 <y<<1 konvergiert und den Wert hat: 


—=2ni füry>t, 
—=() für0O <y<1i. 


a—xi 


Für y= 1 ist das Integral gewiß nicht konvergent, da 
a+Ti ve 


er ide 
FRI 
als 
tdt 
a? ur Das nr 


ist, wo der reelle Teil für 7= oo, U= x keinen Limes hat, wenn 
T und U unabhängig ins Unendliche rücken; wenn jedoch von vorn- 
herein U=T gesetzt wird, so hat 


inne 
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653 ee 2 adu 
a a? + (au)? 


— mi 


und zwar gilt die Restabschätzung 
| a-+ Ti | [0.e) zum | 


een + ia er 
| ER N ur i at 
KTER ESS | 


oo 


dt 
‘ EB 
= N t? 
7 








a+Ti 


existiert und ist 

es) — 2ri füry>1, 

(2) =a4 füy-l, 
fur. 0 <.y <<, 
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en 2 











und zwar ist für y>1 











| a+Ti 
| s 2 a 
| Yy ER 
| JHas- 2: = Tilogy’ 
‚a—Ti 
für y-1 
a+Ti 
oe 
„as ri < q4; 
a—Ti 
für y<1l 
| a+Ti 
| va vo 
(8) | IR Gs = T —logy 
a— 1% | 
Satz: Es sei a>(0, 
Sal 
a n“ 
konvergent, also 
S b, 
DET 
nl 


BE 4. 


eine für o=a absolut konvergente Dirichletsche Reihe und 


xz2>0. Es werde 


= Db, für nicht ganze &, 
3 n=1 i 
f(&) E 
=D», = für ganze x 
Br 
gesetzt. Dann ist 
a+Ti 
i 0° Er 
im JS D9as = 2zifß). 
a—Ti 


Übrigens braucht D(s) auf der in Betracht kommenden Geraden 
6=a nicht regulär zu sein; nur für 6 > a folgt dies aus den Voraus- 


setzungen. 


Die Betrachtungen des $ 50 zeigen nur die wegen der absoluten 


Konvergenz des Integrals viel leichter beweisbare Relation 


a+tmwi 


.D(s) ds 2mi Db,log—. 
n=1 


a-mxi 


PR 
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Beweis: Da von a— Ti bis «+ Ti wegen der gleichmäßigen 
Konvergenz gliedweise integriert werden darf, ist 











a+Ti a+Ti „ 
0° x b 
2209 -[® ds 
Ss Ss W 
a—-Ti a—-Ti n=1 
a+Ti 
Se 
” 
= >, ds 
Ss 
n=1 a-Ti 
a+Ti f@ 
6 ) 
? N (=) 
2 a4 >, 
n=1 a-Ti n=2+1 a-Ti 


Nun ist nach (1) in den Gliedern der ersten Summe, für welche 
n<x ist (d. h. in allen mit eventueller Ausnahme des letzten, falls 


nämlich x ganz ist), 
a+Ti 


nt 
lim a 
BR s 


a—-Ti 


nach (2) in dem etwaigen Gliede »— x (das für ganzes x auftritt) 


a+Ti 
| (*) 
lım —— ds=nti. 
We =00 5 
a—-Ti 
Jedenfalls ist daher 
a+Ti a+Ti 








ee 
lim >'D, ds—= > b lim 
ya 5 1 a ; 


n=1 a—-Ti n= 
= 2rif(e), 
und die Behauptung des Satzes reduziert sıch auf 
a+Ti 
ne) 
lım A —ıds=(0 
T=» $ 


n=xc+1 a-— Ti 


Ba ist nach (3), da hier 
0<—<1 
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ist, fürn > [2] +1 

















| a+Ti 
| x bi () 
| OR ERREETRA 
| ® 5 LePrz hr &C 
\a-Ti | — log 
2 2. 1 
= Tel 7) 
=7T Ioel e N 
er 
also 
| a+Ti ? 
= oO : 1b 
n | 2 « BLOAR 
„ a. s ds. < T: ‚[(@]+1 nm? 
|n=2+1 a-Ti | lo \ x ) n=xc-+1 


wo die rechte Seite für 7’= oo den Limes O hat. 


Ss 87. 
Anwendung auf die Darstellung und Berechnung von F(%,r). 


Für die ın $ 82 eingeführte Funktion F(x,r),. in der ich vor- 
läufig » reell annehme, ergibt sich also, da die zugehörige Dirichlet- 
sche Reihe 








log p An) 
Spa 
rer, zweit 
ee p" — n? 5 
€ > A(n) 
Ep n't° 
Be 
Bee 
Sr +8) 


für co >1—r sicherlich absolut konvergiert, folgendes: Wenn 


a= Max. (1,2 — r), 
d. h. 
a! fürt res 


a —,2. ya ee 
gesetzt wird (so daß a>O und a>1—r ist), dann ist für <>0 
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— 2niF(a,r) = — 20 > = 
m2, 


a+Ti 











= er 
a arten 
a+r+Ti 
E RENT 5“ 
b+Ti 
7 Ge) 
ar u al " &(s) 
wo | 
b= Max. (2,1+r) 
ist, d. h. 


berrr fürır >], 

b=2 rer] 
Daraus folgt ganz speziell, wenn 7 nur die diskrete Wertfolge 
T (9 —2,3,-:-) durchläuft, 


Ei i 


a 597 
(1) = 2xiF(a, y)= en ae ERU 





Ich nehme nun vorläufig das reelle x verschieden von 1, —2, —4, 
—6,..- an; die Fäler=1, —2, —4, —6, --- werden sich, da die linke 
Seite von (1) stetig ist, durch Grenzübergang nachträglich aus der 
Enndformel ergeben. 

Es sei &>]1. Ich wende den Cauchyschen Integralsatz auf 
den Integranden in (1) und das Rechteck mit den Ecken b+T,:, 
—2+ Ti an, wo z eine ungerade ganze Zahl ist, welche >3 und 
>—r+1 gewählt sei. Dies Rechteck enthält gewiß auf dem Rande 
keine singuläre Stelle des in der ganzen Ebene meromorphen Inte- 
granden. Denn der Pol erster Ordnung s=r mit dem Residuum 


ee 
&r) 
(r war von den Polen von rn verschieden vorausgesetzt) liegt wegen 


—z<sr—1l<r<b 


im Rechteck, und, da — z keine Nullstelle von &(s) ist und auch die 
Ordinaten + 7, frei von solchen sind, liegt auf dem Rande keine 
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singuläre Stelle des Integranden. Im Innern liegen folgende singuläre 
Stellen, sämtlich Pole erster Ordnung: 
w 
&(r) ? 
AN; 
Ir? 
.. 17 
Dis Dean, dh.s= — 2gfürg-1,23,-.,|;| 


mit dem Residuum 





l)s=r mit dem Residuum 


2) s=1 mit dem Residuum — 














BEL 
4) die nicht reellen o, für welche 
. . £ I, = ? < I, 
ist, mit dem Residuum 
Er 
0 
Daher ergibt sich 
eg = 
1 I x u 2 an damr ua &°(r) 
Se Ro% ie [p —29—r in e—r + &(r) 
9 b-Tyi g=1 mr 
( ) »—-T,i IR b+T,i 
EL.) 2,7 066) EG) 
ta &(s) ds +5 s—r £9) ds + au s—r &(9) ds. 
b—-Tyi Ta Ts -z+T7, 0) i 
In (2) lasse ich nun 2 — durch ungerade Werte — unendlich 


werden und behaupte, daß jedes der vier in Betracht kommenden 
(von 2 abhängigen) Glieder rechts einen Limes hat. 

Was nämlich zunächst das vorletzte Integral rechts anbetrifft, so 
hat der Weg die feste Länge 27,, und auf ihm ist nach dem Satz 
des $ 85 z6 eo 
&(s s) | | = Cz log Is], 

2 BE Sr log s| 


s—r &(s) | gtr 
= Be 5log(2+T,),. 


was von den Punkten s des Integrationsweges unabhängig ist und für 
2= % den Limes O hat. Daher ist 


-2+T,i 


Su 2 
=) sun eg 98 
T 


—_— ı— g! 


1 
= 


Cru a 
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Bei den zwei anderen Integralen rechts in (2) ist, soweit o<—1 
ist, auch nach dem Satz des $ 83 


(8) 




















&(s) = (5 log |s|, 
2780. 
s—r og) Sn ne log el; 
da fürs=0o+T, 
Br log |s] 2 
ls — rl 


0=—% 


ist, liegt a fortiori auf der Strecke 6 <— 1 der Geraden = T, oder 
i=—T | 
I 


konvergiert, dürfen jene zwei Integrale bis 6 = — © erstreckt werden, 
haben also gewiß für durch ungerade Werte wachsendes 2 einen Limes. 
Endlich ist wegen & B 1 


oo 
a 297 r er Da 
lim s en De 
= 29 —r r 2q-+r 
ai = 


I=Z 




















vorhanden. 
Der Grenzübergang 2 — x liefert also 
db+T, i 
1 &(S) vr air mer er ale 
Te PT, Dur taot 
(3) b-T,i g=1 = T,<y<T, 
b— T, g? o+T, i 
"Eee 7 
2mi r &(s) ds nn s—r &(s) 
— 00 - Ei D 


g 
Jetzt lasse ich g (durch ganze Zahlen) tech werden. Für 
die von 9 abhängige Summe rechts in (3) kann ich zwar nicht direkt 
zeigen, daß sie einen Limes hat, wohl aber für die linke Seite und 
die zwei von g abhängigen Integrale rechts. Daraus folgt dann eben, 
daß auch jene Summe 


einen Limes hat. 


er er 
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Zunächst nähert sich nach (1) die linke Seite von (3) dem Limes 
— F(x,r). Ferner ist in beiden Integralen rechts nach dem Satz 
des $ 85 
Br <0log” is, 




















7 
PER or log jel 
sr) sn 
also, wenn nur 
g>2|r| 
ist, wegen 
2, 
et 
s| 
Se 
I a he #rlog2lal 
Per 


also, da u für y>e? mit wachsendem y abnimmt und 
s|2Z, 
ist, für 9 > Max. (2|r , 8) 





Be u (8) Ya „er log‘ T, 
Fer << 2m Ze 
| b+Tyi | ri 
Er ei &'(9) | j log’T, a ” 
(4) I 76% ds|<205 "ER & x de 
IT®+Tgi | : =» 
und ebenso 
6 Ti | 10087 b 
ER ee = % 
(5) | a Es) a3) <2c, Zap x de. 
—-0— Ti | no 





Die (gemeinsame) rechte Seite von (4) und (5) hat für g= den 
Limes 0. Daher haben die beiden Integrale rechts in (3) den Limes 0. 
Der Ve ee hefert alenans (3): 


N, —29-r OR &(r) 
(er > Eh —— — lım Re. 
3; 29-+r no 2 &(r) 


Jetzt ist es leicht, zu beweisen, daß die unendliche, nach absolut. 


wachsenden Ordinaten geordnete Han 4 
ö ; 

1) Wobei die Reihenfolge der e mit absolut gleicher Ordinate unerheb- 
lich ist. 
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(2) > e—r 
p 


konvergiert. Da die Existenz von 


il 
N 


& 
OH 


lım 
rer y<ZTr 


feststeht, ist es hinreichend, außerdem nachzuweisen, daß 





(8) lim 


I=R9 g<|iyjsg+i 





ist. Denn jede Folge konsekutiver Glieder (von Anfang an) 





o, absolut größer als 2 ist, unterscheidet sich ja 
von einem o-r 


wo die Ördinate von o 


m T 0. 
St Tg 


um einen Gliederkomplex, der ganz einem Streckenpaar — („+ 1)<y<-—9, 

9<y<g+1 angehört. Nun hat 

re lah 
1-r 


nur O(logyg) Glieder; jedes ist < ee woraus die Behauptung (8) 
folgt und damit die Konvergenz!) von (7) und aus (6) die Endformel 


ne 2 war or &°(r) 
(9) 1 2 Karen jy&hres, ae 


1) Natürlich ergibt sich aus (8) auch, daß die Reihe (7) nach wachsenden 
absoluten Beträgen der oe geordnet werden darf, wobei die Reihenfolge der o 
mit gleichem absoluten Betrage unerheblich ist. Denn dem Kreise |s|<r ge- 
hören für r>1, da er die Gerade o—=0 in den Punkten +ri, die Gerade 
c—1 in den Punkten 14+ Yr?—1-i schneidet, alle o an, für die |y|<yr®—ı 
ist, und alle dem Kreise angehörigen o haben ihr y|<r. Da nach (8) gewiß 


N Bash 

lım > N 

r=® BE. NOR=—IT, 
Vr-ısiylsr 


ist, ist die Behauptung bewiesen. 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 23 
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für alle reellen », bei welchen 
m 
Sr) 
einen Sinn hat, d. h. mit Ausschluß von r=1, —2, —4, —6, 
Nun ist die linke Seite von (9) für alle reellen » definiert und 
stetig. Der Wert für r=1 und r = — 2g, ist also gleich dem Limes 
der rechten Seite für Annäherung von r an diesen Wert »,. Die 


Summe ne 
Di 
0.7 
0 


ist in jedem endlichen Intervall von r 





MIETEN 
gleichmäßig konvergent, da 
9o—r 0 Se 2 
x BRD 05 I 
ee 4 
e—ı Q e(e — Fr) 
und 
at | 2 73Maz. un ‚rel ) 
ER TATE AR 


ist, wo die rechte Seite das allgemeine, von r Be... positive 
Glied einer konvergenten Reihe SRH Es ist also 


0-T 
m Fa 
IR, e—r e—rn. 


Auch ist auf jeder endlichen Strecke 


| n srsoe 
die Reihe KAT. 


BE 
> 29-+r 
g=1 
gleichmäßig konvergent, wobei der Strich andeuten soll, daß von 
der Summierung alle diejenigen Glieder auszuschließen sind, für 
welche 29 +r dem Intervall (r, ---r,) angehört; es ist nämlich für 
q> Max.(r, , |r3)) 





mar x 2y—r, 
| sg 
Daher ıst 
F(x,1) = lim F(g,r) 
r=1 
er 2 A em 2. 

/ 2 s ge) 
(10) Din 2eni Hin (7,50) 


g=1 


4.2: Kl WERE u u 
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und für ,=1,2,3,--- 
F(&, — 24) = = sum BAG, r) 











„1+20 x. 22+ 2% „2 + 2% ee a 
BET er +29, ee 
Her 
Mit anderen Worten: Es ist (9) für alle reellen r gültig, wenn man im 
Faller=1 und r=—2g, unter der Summe der zwei sinnlosen Glieder 


den Limes bei Annäherung von r an den betreffenden Wert versteht. 
Übrigens ist in (10) 


BE 2 
‚ni & —r €) 





| = im((-, 2, +loge— ee )+)+(,-C+40-D+)) 
 =logr —( 


und in (11), wenn 





5) 1 E 
„lim (- &(r) IF En) er BD: 


ı gesetzt wird, 


| ar 
Be ln (mr Test) ar nt) 
—= — logxr + B_:.- 


Es ist leicht einzusehen, daß die Formel (9) für F(«, r) mit dem- 
selben granum salis auch gültig ist, wenn r irgend eine komplexe 
Zahl bedeutet. Die linke Seite F'(z, r) von (9) ist nämlich bei festem 
x eine ganze transzendente Funktion von r. Ferner sind offenbar in 
jedem endlichen Kreis 
Iri<e 
'_ der r-Ebene beide Reihen auf der rechten Seite von (9), falls in ihnen 
die Glieder weggelassen werden, für welche 29 +r bzw. oe —r jenem 
Kreise angehört, gleichmäßig konvergent. Denn bei 


—p 


SE a8 ae zr 
=, SE —_ er en 
een Br Olge) 
-ist, wenn nur y| hinreichend groß ist, im Kreise |r| <c der abso- 
lute Betrag des zweiten Gliedes 








ur artce 
o(e—F) ERNAE 
| IE u 
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woraus die gleichmäßige Konvergenz von 


Dee Pr +2 we 


folgt, und bei der Reihe 


also von 


> '2ı-r 
Zar 
g=1 
ist von einem gewissen q an 
ralzr grzate 
rer 
Die rechte Seite von (9) stellt also in der ganzen Ebene, aus der die 


8°) 


Pole von en) herausgenommen sind, eine reguläre Funktion dar; folg- 


lich gilt (9) auch in dieser punktierten Ebene. Und zum Schluß 
sehen wir, daß (9) auch richtig bleibt, wenn r mit v Nullstellen o, 
(einer Nullstelle vter Ordnung, v» >1) der Zetafunktion zusammenfällt, 
falls nur dem für r = o, sinnlosen Bestandteil 


EI Er EG 
i 0, —I &(r) 
der Sinn 
ESRTEEN RE DE 2, 
Am ( Par to) 


beigelegt wird, d. h. der Wert 
— vlogr + BEE 


wo 





DE &°(r) v 
Fa un (= Zar B 
gesetzt ist. 


Also gilt (9) für alle komplexen r, wenn im Falle 
r=]1, — 29,0 


der auftretende Komplex endlich vieler sinnloser Glieder seinen Limes 
bedeutet. 
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S 88. 
Übergang zu f(x, r). 
Es war nach Definition 


p"<x 
wo beidemal das etwaige Glied mit p,”—= x den Faktor 5 erhält. 
Es ıst d 
Fa, r) Dez, FFLASZ r), 
also für reelle R 


Ra har ce), 


wo sich die Integrationskonstante (in bezug auf r) c(&) leicht aus 


lim  fl@, Ly=.0 
— — [Ft r)dr + c(&) 


als 
Aa f Fix,.r)dr 
bestimmt, so daß 
f(x, R) - (Fa, r)dr 
R 


ist. Insbesondere ist also 


f(&) == f(&, 0) 


— [ Fa, r)dr. 
2eseL>>.!. £ 
I. Ich will f(&, R) zunächst für -—2<R<1 explizit darstellen. 
Es gilt die Identität (9) des vorigen Paragraphen auf dem Wege von 
r=R bis r= oo mit Ausnahme des oberhalb R gelegenen Punktes 
r=1. Nun ist für positives, zu Null abnehmendes h 


1—% 
f(@, R) = lim (. [F@r)dr+ [Fa r)dr), 
1+h 
also, da in jener ei & 


29-r a9 = r En) 
I are Denn I En) 
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jede der zwei Summen auch im Punkte r=1 einen Sinn hat, also 
hier die vorläufige BE des h unnötig ist, 
1 


| Re a" eo) 
Harn lim fe > n) dr “fl ea 1.) dr) 


araı-r ar 
fi Zsakr DT )ar; 


0 





&e) 


1l—r 
denn die Ne bis oo ıst sowohl bei — als auch bei un 





also auch bei der Differenz beider, erlaubt. Es ist 


Siger- Br Dar 0r 


I+h pm 
BR 
[767% _„m(1+h) 
MP 
— — log&g1+h) 
—— Z(l+h). 
Es ist ferner, wenn Z(R) den Wert bezeichnet, welchen die für 6>1 
eindeutige Funktion 
5 Z(s) = log &(s) 


>, 
mp" bi 


p,m 
bei Fortsetzung längs der reellen Achse mit Ausbuchtung nach oben 
zur Vermeidung des en Punktes s—= 1 im Punkte R annimmt, 


„2 E Be &0) [gar en) 
(2) Z(R) in ( Sijar EL Gun 90) 


tim ( 





wo das erste und dritte Integral geradlinig BER. sind, das zweite 
über den Halbkreis nach hat mit dem Radius A. Damun 


1% it 
s '(r : dr 
lım en dr = — lim I 
arg h Dal 
0 “ 
RL hef'idg 
h=0 her‘ 
zT 
= — lim (— mi) 
h=0 
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ist, ist nach (2) der Bestandteil der rechten Seite von (1) 


1—h 


m) 70 
im (— Er So @)- AD ERR 


= logä(k) + mi; 


diese reelle Zahl ist gleich dem reellen Werte von 




















log (— &(R)). 
Ferner ist | | 
GN —h 1—-R 
i-r ir { 99 97 
lım „ar — ml, —dy+J dy) 
h=0 1=0 \e/ Y £ Ya 
gi—R 
= lim ( a 
nn er es) u)’ 
also, da R 
Il+hlogr-+:-- 
; ’ du ; du 
ums), lim —— 
n=0,) log u iR log u 
9 ch 1+hlogx+-- - 
U 
1st, 8 —h zi-R 
1-7 10 
d 
lim eiz dr [= dr) = lim (fe 2 ) 
R=0 r e Zu h=0 ‘e®e log u loo 
i+h 0 ee 
du du ) 
im ( Sagt en) 
ee 0 1+ 
d. h. nach der Definition in $4 
| Ne 
Ich behaupte ferner, daß jede der beiden unendlichen Reihen 
a ar «Ir i > 
Nr und En einzeln und zwar gliedweise von r=R bis 


g=1 \% 
= © integriert werden kann, Für 


folgt dies aus 
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denn der erste Summand rechts liefert, da &”” heraustritt, 


ezie-zefe 


und der zweite darf wegen 


o—r 1—-r 
as Tr &c 7 
een = y 


bis r—= 00, und zwar gliedweise, integriert werden, da 





oo 
a) 
/ TENTAT 
R 


u 
eh has 


folgt dies noch einfacher aus 


konvergiert. Für 


a Ir | a 22 
2a+r SOgHR 
Also erhalte ich aus (1) 


f(&, R) = Li(@!-R) + log (— &(R)) I far I fa r. 


Hierin vereinfacht sich noch manches. Es ist, wenn die Er- 
klärung von Li(e”) aus $ 5 berücksichtigt wird, 


0o—R 


a8 u 
fe 
Da e Y 

R —-o+Yyi 
(0o— R)logx 


= füas 
—-o+yilogx 
= Lil") Fai, 
wo das Zeichen — für y>0, das Zeichen + für y<oO gilt. 
Endlich ist 


Da = 


7-1 2g9+R 


77, 





00 


oo 
2 (2g+KR)u 
= Zaun, 
: U 


g=1j 
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also, da alle Elemente positiv sind und folglich die Vertauschung der 
Summation mit der Integration erlaubt ist, 


af In 








Ta 
-/; Teva 17 89. 


Also kommt für -—2<R<1 heraus: 
f(x, R) = Fi =) + log (— &(R)) 


(3) e-2) 
2 Lila et] len He 


Insbesondere je R=0 ergibt sich wegen 


03 
fie) = f(® 0) 


= Li(z) 2 Li( () Fri) [ot SE —= log2,, 


also, wenn die Wurzeln o in Paare 0,0”, ww o”=1-—.o’ ist, zu- 
sammengefaßt werden, 


fi) = Lilo) FA (Lilz‘) + Li(a® ) +} ee een dy — log2, 
wie schon in $ 5 der Einleitung angekündigt stand. 

Ebenso will ich jetzt f(x, R) für alle komplexen R darstellen 
und zwar direkt" auf demselben Wege aus F(z,r). Es genügt, ein 
R zu betrachten, das von 1 und von allen — 2q und o verschieden 





1) Natürlich ließe es sich auch aus f(&, R), —2<R<{1, ableiten, da f(x, R) 
eine ganze Funktion von R ist und nur alle Glieder rechts in (3) als ana- 
lytische Funktionen von R studiert und auf simultanen Wegen fortgesetzt zu 
werden brauchen. 
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ist; für ein solches ausgenommenes R ist f(@, R) eben der Limes des 
sonst gültigen Ausdrucks”. 

II. Es sei zunächst R reell, <— 2 und von —4, —6,.-., — 2q,::: 
verschieden. g, sei die ganze Zahl, für welche 


- 2 +) <R<-2% 





ıst. 
Dann ist 


f(x, R) = [ F(a, r)dr 
R 
aIor rar &(r) 5 
Er 3Er-25-9)0 
: En) 5 je Re Ä 
= = +2" TECH dr + 2, ers 2°. ar 


g=wtiR 0 





Hierin ıst 





FE ales Da ei b 
Sr) > 
ie +2 2atr na 
a > „imr Io 20 = na 
. x 
arı fr al ren a) 


en BT, rt IE 











= io) ‚s6 © „® ge) 


290 + 


— Lila" "*) Me. + log&(R) -— (9 — )ri, 


9-1 


wo log&(R) den Wert bei Fortsetzung längs der reellen Achse mit 
Ausbuchtungen nach oben um die singulären Punkte bezeichnet. 
Ferner ist 


VE — Lil) Fi, 


1) Natürlich ist leicht festzustellen, daß diese Vorsichtsmaßregel nur bei 
endlich vielen Gliedern nötig ist, während in den anderen R glatt eingesetzt 
werden kann. 
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wo das Zeichen — für y>0, das Zeichen + für y<0 gilt. Endlich ist 


me ° ‘= > 
x 20% n „@a+R)u 
22 f ee ee 


9=nt1iR 9=9+l 





"a nt Pr —2u 





y 7% R 


ylogy(y’— 1) y 


Also kommt heraus: 


90 


f(a, R) = Lila") => Li(a”°27%) + 1og&(R) 


SE R WS 
> Li(& )F mi) ner 


Eo ipso ist aus Realitätsgründen (und direkt) ersichtlich, daß hierin 
log&(R) — (9 —- 1)mi log &CR) 
ist, wo rechts log den reellen Wert bezeichnet. 


II. Für R>1 ergibt das Verfahren 


an an 


o—R 
ee 27 dr +loge(h)— Fane En Be 5dy 





wo sich noch die beiden Integrale zusammenziehen lassen: 
eo) 1—-R 


?® ,—(R-1)u x 
== iS BE du 
U 





n {ee} 
1—r —R a —R 
Rain RT ER ES EN ISA ) | 
ja HS ee ay ./ ylogy er y)«% 
x x j 


R 
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IV. Für nicht reelles, von allen og verschiedenes R—=R, + Ryi 
ergibt sich, wenn zur Ordinate AR, kein g gehört, bei horizontaler 


Integration 
&+ Roi 
I, R) - [ra r)dr 
©+ Ra n + Roi ”@+ Roi 





gi-r 29 Pe &(r) 
A u fer I er in Ir 
- (La) Tri) U) _ D(Li(a") Fri) HlogE CR), 
ga=1 (0) 


wo — oder + gilt, je nachdem der Exponent von x im vorangehenden 
Li positive oder negative Ordinate hat, und wo log&(R) den Wert 
bei direkter Fortsetzung längs der Ordinate A, bedeutet. 
V. Endlich ergibt sich für R= R, + R,i, wenn zur Ordinate R, 
die von R verschieden vorausgesetzten Wurzeln 
=, 
mit Abszisse < R, und 


it Abszisse > R, gehören (wo « oder ß=0 sein kann, so daß die 
betreffenden Glieder dann nicht auftreten), falls = auf die Auen 
o bezüglich ist, 


f(a,.R) = (Lie) Fi) (via Fi) 


=> (Li(a") Fxi) SAP ds Died )+logg(R)—Bri, 


wo log&(R) den Wert bei Fortsetzung längs der Ordinate AR, mit 
Ausbuchtungen nach oben bezeichnet. 


$ 89. 
= ya 
Über die Art der Konvergenz von S'— 
gen: von 
Da bei F(x, r) nicht erst die Integrale auftreten, lege ich diese 


Formel als die übersichtlichere den folgenden Erwägungen zu Grunde. 
Es genügt, r= (0 zu nehmen, da die Reihe 


x? 


$ 89. Über die Art der Konvergenz von I 


© 














doch nur um einen für ,<r<sx, wo 2, >2,>1 ist, bei festem 
r gleichmäßig konvergenten Ausdruck 


> LE 
le) 


[4] 
S 


unterscheidet; in der Tat ist ja 








x! ie gi Rn) Yı 
een) |=|elle—r| 
_ Ir Marl NR) 
— | en 
'e| Ki 1 


Die linke Seite ist für Nichtprimzahlpotenzen die Funktion Y(x), für 
x = ps gleich y(x) — Zlogp,. Sie ist also für nicht ganze «> 1 
stetig, für ganze Nichtprimzahlpotenzen auch stetig, für Primzahl- 
potenzen nach beiden Seiten unstetig. Dies gilt also auch von der 
nach absolut wachsenden Ordinaten geordneten Reihe) 


Ir 
e 


14) 
5 





1) Übrigens konvergiert diese Reihe nach $ 76 auch für e— 1, ist aber 
dort nach rechts unstetig, da bei zu 1 abnehmendem x 
1 i 
er ere 
ist. Sie konvergiert auch für 0<x=<1, da 
meuseoe Ge 
x \® © © 1 
—— = ° ——+0— — 
@ e @ 6 RE e(1—e) 
ist und 1— oe mit o alle komplexen Wurzeln durchläuft. 
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Da diese Kane eine für alle en le seitig unstetige Funk- 
tion darstellt, ist sie in jedem Intervall «2, <x=<x,, das mindestens eine 
Primzahlpotenz i im Innern oder am Ende enthält, nicht gleichmäßig kon- 
vergent. Ob in einem von Primzahlpotenzen Ha Intervall die Reihe 
A: konvergiert oder nicht, läßt sich auf Grund der oben kon- 
statierten Tatsache, daß die Reihensumme stetig ist, nicht entscheiden, 
soll aber jetzt allgemein im bejahenden Sinne beantwortet werden. 


Es seı also | 
I 
und das Intervall 


HSESIH 


von Primzahlpotenzen frei. Dann ist nach dem ersten Satz des $ 86 
für- 2 >60 








| ee 
An) ! | 
= > „ ds - 2ziFla,0) 
A | | 
Bo , SEN N | I RE a 
za > a) | | Was 2mi) + > a] wg: 
In=1 Ta Inez+ı 3% : 
Sum: Sum: 
2 . 
= Any ee An) er 
== Y 23 Ei n? 
Ne, log - BE, log = 
J 


wenn 7 positiv und kleiner gewählt ist als der Abstand des Intervalls 

















(&,°°%,) von 1 und der nächstgelegenen Primzahlpotenz, ist in den 
nicht verschwindenden @liedern der ersten Summe rechts 
1 1 
Eee = D 
log - log I 
N 
der zweiten 
1 1 
: 2 £ : F 5) \ 
RL A | 
, 2 i 
daher ist \ 
2 E DE e B 
An) 2 1 R: 2 
f* nee ds—-2riFt 20) < 2 le BEN 1 m 
rer ED Met n Tı us 


so daß die linke Seite gleichmäßig im Intervall et % gegen 0 h 
konvergiert, wenn 7 ins Unendliche rückt. . 


1 
4 


0 Tiher de j RER NNr 0 
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% 
g 








In der Formel (3) des $ 87, wo 
Deal 
zu setzen ist, konvergiert also im Intervall (x, -- x,) die linke Seite 
für 9= © gleichmäßig gegen — F(x,0). Alles ist also bewiesen, 
wenn ich zeige, daß die beiden Integrale in jener Formel (3) 


gleichmäßig gegen Null konvergieren, wenn g ganzzahlig ins Unend- 
liche rückt. In der Tat ist nach $ 87, (4) und (5) 








str: 9 

| S gr log?’ T 

| Ss (8) / I 6 

| f 5 E09) ÜsS| 26 T, x’ do 
-ot+tT i | © 


9 
log’T, x* 


9 


RE RE 
019 T, log« 


108° 1,2, 
ee ser 
0 T 





log,’ 

woraus die Behauptung folgt; es ist wohl kaum nötig zu betonen, 

daß aus der hiermit zunächst bewiesenen gleichmäßigen Existenz von 
lim a 

EHI 


die gleichmäßige Konvergenz von 





lım |i=-0 
I=9g<|lylsg+l 5 
wirklich folgt. 
Diese Tatsache, daß 








1) Diese folgt aus 


368 XX. Genauere Abschätzung von N(T). 








gerade in der Nähe der Primzahlen und der höheren Primzahlpotenzen 
und sonst in der Nähe keiner Stelle >1 ungleichmäßig konvergiert, 
deutet auf einen arithmetischen Zusammenhang zwischen den kom- 
plexen Wurzeln g der Zetafunktion und den Primzahlen p hin. Ich 


habe keine Ahnung, worin derselbe besteht. 





/Awanzigstes Kapitel. 


«enauere Abschätzung der Anzahl N(7) der Nullstellen von S(s) 


im Rechteck 0<o<1,0<t<T. 





S 90. 
Hilfssätze über die Gammafunktion. 


Nach $ 84 ist N(T) = O(Tlog T). 


Ich werde nun in diesem Kapitel beweisen, daß genauer 


NT)=,,Tlgr 17889 7, O(ogT) 


ist. 


Dazu muß ich zunächst die Gammafunktion viel genauer abschätzen, 


als bisher erforderlich war. 
Satz 1: Für positives ® ist 


N (er) = logo + 0 („) 


Beweis: Aus 


folgt Ei 


N (er) ED 
ee ES Zi a) Y en 





Nn=1 n=o?+1 
w* w? co 
1 n 1 
ER Dre Se .y1 
An n Pag Ha @ n3 
| RE n=w+1 


m? 


= —- C+210g80 +04 04) fe +0()+ 0%) 


0 


= > ns ARE 
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(da ; für v= © das Maximum ; er — hat) 
u zer 
—=2logo +0 (5) — zlog (we + 0?) + $1log (w?) 
—2logo + 0(,) — 2logo+ 0 (5) + logo 
= logo + O (5) 
Satz 2: Für -1<o<2 ist gleichmäßig 


Toto _ 
Dies war schon in $ 82 bewiesen. 
Satz 3: Für festes o, auf der Strecke -1<o<2 ist 


[62] 


en) dtt=ologo —o+ 0 (logo). 
1 





I’(o, +12) 


Beweis: 1. Für o,—= 0 ergibt sich nach Satz 1 


Rn! a) 1 
Sri ) )at= ((togt + 0(!)) ar 
1 
FR 
1 e 


— » logo — o + O (logo). 





2. Für ein anderes o im Intervall (— 1--- 2) werde der Cauchy- 
sche Satz auf das Rechteck mit den Ecken 06,+i, 0,+ wi, wi, i an- 
gewendet: 


Oo + wi Got Wi 
(8) r ($) 12 7 
Sie fra fra De, €. 
Im ER Integral rechts, I Wear <2 ist, ist der In- 
tegrand nach Satz 2 gleichmäßig O (logo); daher ist dies Integral 
— OÖ (logo); das erste Integral ist von ® unabhängig. Also ergibt sich 


Got wi Wi 


12(8) 1'(s) 
Jia a] 794 + 00080) 
Gott i 
Og+ wi Wi 
12 ' 
ar — JE ds + 0 (log 0), 
Gott ® 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 24 
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2) nn) z 
nei ei ‚fat (run) dt + Oogo), 
1 


also nach dem Ergebnis des ersten Falles 


o) 


Is t 
fs (er) dt= olog®o— o + O(logo). 
i 


Ich erinnere ferner an den im $ 84 bewiesenen Satz 
(1) NT+1)— N(T)=O(logT), 


ferner an den ebenda bewiesenen Satz: Wenn s=6 +7, — 1<o<2 
ist und 2” bedeutet, daß |7— y|>1 ist, so ist gleichmäßig 


(2) | >G = ae .) = O(log T\). 


0) 
S 


s 91. 
Beweis der Relation für N(T). 


Zum Beweise der Relation für N(7) darf angenommen werden, 
daß zur Ordinate 7’ keine Nullstelle gehört. (Überhaupt folgt aus 
der Formel (1) des vorigen Parafranhen, daß es genügen würde, die 
Abschätzung für je ein 7’ des Intervalls y<7T<g+1 bei asgene 
ganzzahligen 922 zu beweisen.) 

Dann ist 

DIN, 58) 

2riN(T)= &s) ds, 
erstreckt im positiven Sinne über das Rechteck mit den Ecken 2, 
2+ Ti, —1+Ti, —1, wo bei der unteren Seite 1 durch einen 
kleinen. Halbkreis nach oben vermieden wird. Das untere Stück 


(—1--.2) ist von 7’ unabhängig; beim rechten Stück (2---2+ Ti) ist 
2+Ti 
5 (8) © 
&(s) ds 7 Et: Ti) ED, mp?" 
= O(}): 
also ist =) 
-1+Ti 


2miN(T) Jod fida +0(), 
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folglich, da N(7) reell ist, 


Re 


ds +8 [ia + 00 


(1) 2%N(T) = = 


KG 


Auf das vertikale Sn —1+ ” --— 1) werde die Funktional- 
gleichung 


a na) 
IE 





vo _ 
76) 








vom 





K—-1+t) 2 r(1—4,) An + log r — 5 


| 
Kit) ee) lm) a 
en 





few Kit 
Jo - fa ir) 











/ t Nun BIRRE 2 
| Eile: u ae are : 
| I \u-nme+3 gs 
; jr Dres on 
f ( 2 ) e ( ar ) 2 
ee) + i) 
fa res = du face un) du — log + 001) 
Nach dem Satz 3 des vorigen en ist 
7 


Tr 


; ad T(1-+ “2\d 
I) 2. fi Kran) 
0 


= log , = 2 O (log T) 





und 





a TE I 
fin“ = du = le 5) E= 0 (log Ir 


$(8) 
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für das zweite in (1) auftretende Integral erhalte ich also 


Ri MN as-Tlg. — T- Tlogrx +O(logT). 





5(8) 
—-1+Ti 
Daher ist m 
N(T)=;_ Tlog fh ee T+0O(log T)t28 eds, 


und die in $ 5 der Einleitung sowie zu Anfang des $ 90 ange- 
kündigte Formel für N(7) ist bewiesen, wenn ich noch den Nach- 
weis führe, dab -1+Ti 


3; e N ds = O (log T) 
1st. 2+Ti 


Nun ist nach $ 76 


PATER Dil: 
ri ai a (ba: +2 Mean: 2) 
wo |7—-y|>1 in >| und |7’—yr|<1i ni ist. Hierin ist auf 


dem Wege sleichmäßie das erste Glied 0), das zweite 07 7)» das 


dritte O(log7) nach $ 9%, Satz 2, das vierte nach $ 90, (2) auch 
O(llog T), also a For der imaginäre Teil des Integrals über diese 
vier Glieder O(log 7). Das fünfte Glied liefert, da die Gliederzahl 
O(log T) ist und 2 





Ra roh s FR 7 
ist, den Beitrag 2 
-1+Ti 
af DC +)as= Oo), 
2+Ti E 
womit alles bewiesen ist. 
Ss 


Studien über den vorangehenden Beweis. 


Der tiefste Schluß bei dem vorangehenden Beweis liegt in dem 


Nachweise, daß ZI RI4 
ar SE) 
a) ke ds = O(logT) 


Zu a re 
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ist, d. h., wenn log&(s) den für 6 > 1 durch die Dirichletsche Reihe 


> 
mp"* 


definierten Zweig bezeichnet, daß bei Fortsetzung längs der Ordinate 7 
Slog&(—1+ Ti) = Ollog T) 

Hierzu war, auch nachdem 

(2) N(T+1)—- N(T)=0O(logT) 

festgestellt war, nochmals die Partialbruchzerlegung von = ), d. h. 

insbesondere die Existenz von &(s) in der ganzen Ebene herangezogen. 

Ich mache nun darauf aufmerksam, daß man aus (2) allein zum Ziele 

(1) gelangen kann, auch ohne die Existenz von &(s) in der ganzen 

Ebene zu kennen, wenn man nur irgendwoher weiß”, daß &(s) für 

> — regulär” und _.0(#) 


ist, auch, daß alle Nullstellen in dieser Halbebene dem Streifen 
me] angehören und eben so beschaffen sind, daß die Anzahl 
derselben mit Ordinate zwischen 7 (exkl.) und 7 en 1 (inkl.) 


N(T+1)—- N(T) = O(logT) 


1) D. h. der Satz gilt auch für jede andere Funktion an Stelle von £(s), 
wenn sie nur die Voraussetzungen erfüllt, mag sie in der ganzen Ebene existieren 
oder nicht. 

2) Natürlich ist die Zahl — # nicht wesentlich; sie könnte durch jede 
andere Zahl <“— 1 ersetzt werden. 

3) Dies ist wegen der für 6>— 2 gültigen Relation aus $ 67 


1 
1 s a 1) % s(s+1)( h (s+2) wdu 
ee ner DU 2 lee 


1st. 





gewiß erfüllt, da für >—# die letzte Summe — O0(1) ist. Denn es ergibt sich 
aus jener Relation zunächst für c>4 
IH + OE) + O9) 


eff); 
alsdann für o > — 


a 


EI OEM) +OAM)+ OA) 
— 00) 
und schließlich für oe > — 3 
&(s) = Ott) + O(t? >) 
— 0(8). 


Genauere Abschätzungen sind hier ohne Belang. 
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ist, ferner, daß für einen in der Halbebene © > 1 eindeutig definierten 
Zweig von log &(s) | 
log&(2 + Ti) = O(logT) 

ist.) 

Dem Beweise schicke ich einen Hilfssatz voraus: 

Satz: Die ganze rationale Funktion 

Fea)=a" a0" '+... +a, 
mit reellen Koeffizienten kann für —2<xz<2 nicht be- 
ständig die Relationen 
—2<F(&e)<2 

erfüllen. 

Beweis: Es ist bekanntlich cosny eine ganze rationale Funktion 
von cosy und zwar 


coany = 2rlcos"y+ bo iyt..+b,, 


also 
G(x) = 2 cos (n arc cos 3) 
2 
= "toi t... +6. 
Für 
PL 27 An NT 
x=2, 2008 —, 2008 —,*':, 2008— ,..-, 2c08s 2 
ö 7 U RN N 
ıst 
ns. ‘ ‘ 7 
G(e@)=2, mi, PB 2 2 DE 


Wäre nun bei der gegebenen Funktion F(x) für —2<x<2 be- 
ständig 
\Fa)|<2 
so wäre für obige n + 1 spezielle © abwechselnd 
Fia)<G(a), Fa)> ala), Fa)<@ß),:-: 
Die Funktion (na — 1)ten oder geringeren Grades F(z) — G(x) hätte 


also in jedem der » ale ul an eine Wurzel, was nicht 


möglich ist. 

Folgerung: In jedem gegebenen Intervall „<a <m, +4 
gibt es ein z, für das 

F(2)| >2 

ist. 

1) Übrigens ist sogar 

log&@ + = OA). 

Für andere Funktionen wird aber eben nur O (log T) verlangt. 


| 
| 
| 
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In der Tat transformiert sich durch die Substitution 
<=%+2+2 


F(x) in eine ganze rationale Funktion nten Grades von z mit höchstem 
Koeffizienten 1. 

Ich gehe nun zur Ausführung der Andeutungen am Anfang dieses 
Paragraphen über, die ich allgemein so formuliere: 

Satz: Die analytische Funktion f(s) seifüro > —2,t>1 
regulär”. Dort sei gleichmäßig 

flo) = 000). 

Alle jenem Gebiet etwa angehörigen Wurzeln mögen ihre 
Abszisse zwischen OÖ (inkl.) und 1 (inkl.) haben. N(T) sei 


die Anzahl jener Wurzeln, deren Ordinate zwischen 1 (inkl.) 
und 7 (inkl.) liegt. Es sei 


N(T+1)—- N(T)= O(llogT). 


Es sei ferner, wenn logf(s) irgend einen für o>1,t>1 ein- 
deutigen Zweig bezeichnet, 


logf(2 + Tı)= Ol(log7), 


d. h. es sei bei irgend einem Wege in jenem Gebiete 
2+Ti 
f (9 
fo) ds= OllogT). 
2+i 
Alsdann ist bei gerader, wurzelfrei vorausgesetzter Bahn 
—1+Ti 
(8) 
je ds= O(logT), 


2+Ti 


mit anderen Worten: Wenn längs der Ordinate 7 fortgesetzt 
wird, ist 

| Slogf-1+T7Tı)=OllogT), 

d.h. 

Amplitude von (-—1+7ü)=O(logT). 


Beweis: Es sei 7 > 9; es seien $,, '--, s, die etwa vorhandenen 
Wurzeln von f(s) (mehrfache mehrfach gezählt), die der Halbebene 
6>—, d.h. dem Streifen O<o<1 angehören und deren Ordinaten 
außerdem zwischen 7’ — 8 (inkl.) und 7 +8 (inkl.) liegen; » = n(T) 


1) Auch die Zahl 1 hier ist natürlich nicht wesentlich. 
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hängt von 7 ab und ist >0. Es seien #,, - - -, t, die Ordinaten dieser 
Nullstellen. Nach der Voraussetzung 


N(T+1)—- N(T)= O(logT) 
n —n(T) = 0(108.77. 

Nach der Folgerung aus dem vorigen Satze kann ich für jedes 
T>9, wenn das zugehörige n>1 ist, em 7, =T,(T) zwischen 
T—38 (inkl) und 7T—4 (inkl.) so wählen, daß 

een 
Ba 
(El er Ren) 
eine ganze rationale Funktion von x mit höchstem Koeffizienten 1 
ist. A fortiori ist firs=60+ Ti, —3<o<1Y 
(3) "Kreml 
Im Falle n—= 0 möge T, irgend eine Zahl zwischen 7—8 und T—-4 
bedeuten. Ebenso wähle ich 7,=T,(T) im Falle n>1 so, daß 


ıst 


ist, da ja 


(4) GE 
und D-L).- (BE) 2 
21 


ist; fürs= 6 + Ti, -—3<o<H ist dann a fortiori (3) erfüllt. Im 
Falle »n=0 sei 7, beliebig im Intervall (4) gewählt. 
Ich betrachte nun die Funktion 
EL: KOM e 
IT 
für n = 0 bedeute 9(s) einfach f(s), d. h. der Nenner 1, so daß (3) 
auf den obigen Strecken richtig bleibt. 9(s) ist regulär und von Null 





verschieden für 6 > 1, t>1, sowie in dem anstoßenden Rechteck mit 
den Ecken — 3 +(T+8)i, 1+(7+38)i einschließlich des Randes. 


Es bezeichne 
16) = 10g9(s) 


erey Dog (s— s,) 


einen dort eindeutigen regulären Zweig. Auf den Geraden 6 = — }, 


‘=, ist, da die Abszisse jeder Nullstelle s,, - - -, s, zwischen 0 (inkl.) 
und 1 (inkl.) liegt, 


SS 


ee: ee 1. 


+ 
j 
5 
} 


i 
| 
' 
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also (3) auch gültig. Es ist daher auf dem ganzen Rande des Recht- 
ecks mit den Ecken 2 + Ti, -3+ 71, + Ti, 4 Ti 


sW)I< Fe); 
also, da nach Voraussetzung u. a. dort 


f(6) = 07°) 


7) = AT), 
also für alle 7 > 9 auf dem Rande des genannten Rechtecks 
NH) = log| gl) | 
<calogT, 


wo c, von 7 unabhängig ist. Daher ist auch im Innern dieses 
Rechtecks 





ist, 


Nhls) < ce, log T; 
diese Ungleichung gilt also speziell auf dem Kreise 
's—2—Ti > = 4, 


welcher nirgends aus jenem Rechteck herausreicht. Im Mittelpunkt 
dieses Kreises ist nach Voraussetzung 


logf(2 + Ti) = O(logT), 


also 
r@-+T)| = |logf@ + Ti) -Diog(e es 
< O(log T) + Dittos @+Ti-s,) 
Dee 
Er O(log 2 
da 
n = O(log 7) 


ist und für jedes v wegen 


Var ade >] 
gleichmäßig 
log(2+ Ti —s)|<g 
ist. | 
Nach dem Satze des $ 73 


Fol<jri+lsiitt +24, 


ist also, wenn 
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F(s) =; h(s), 
s=-2+Ti, 
ers 
o=5 

gesetzt wird, für 
Is |< 
Iks)|i<&1log7T+c,logT+c,logT 
—= 6, logT, 


also insbesondere im Punkte — 1-+ Ti 
8 -1+7T9)|<|h-1+ 7] 
0 1O0A ZU 
ISlogf(-1+T)—Slog(— 14 Ti—s,)—---— Slog(—1+ Ti—s,)<c,logT 
also wegen der gleichmäßig gültigen Ungleichung 
I8log—-1+Ti-s)|<e, 
n = O (log T) 
Sslogf(-1+7)= 0O(logT), 
—-1+Ti 
3 Go ds= O(lg T), 


2+Ti 


nebst 


was zu beweisen war.) 


Einundzwanzigstes Kapitel. 


Über die Beziehungen zwischen der oberen 6renze der reellen 
Teile der Nullstellen der Zetafunktion und der Absehätzung der 
Primzahlmenge. 


Ss 93 
339. | 
Beweis eines allgemeinen Satzes über Dirichletsche Reihen. 


Über die Lage der nicht reellen Nullstellen von &(s) wissen wir, 
daß sie alle dem Streifen 0 < 6 < 1 angehören und sogar dem Gebiet 


1 1 
s ga IS! Thioge+n) 
1) Übrigens ergibt sich gleichzeitig sogar 
log (—1+ 7)= 0 (log T); | 
doch ist für den vorliegenden Zweck nur der Wortlaut des Textes erforderlich. 





RE: SR Y\ 


$ 93. Beweis eines allgemeinen Satzes über Dirichletsche Reihen. 379 











wo b eine gewisse positive Konstante ist. Ob es nun Nullstellen 
gibt, deren Abszisse beliebig nahe an 1 liest oder nicht, weiß man 
nicht. Über die obere Grenze © ihrer reellen Teile weiß man nur, daß 


ist; falls 


ist, haben alle o den reellen Teil 5 
Es sei nun andererseits ©’ die untere Grenze der Zahlen n, für 


Buche Tr 0 
ist; dann werde ich in diesem Paragraphen den »atz 


=-=®© 
beweisen. 
Die eine Hälfte e<@ 
dieses Satzes ıst fast trıvıal.e Denn aus | 
(x) = Li(x) + O(&") 
folgt zunächst, daß 7 > 0 ist und die Dirichletsche Reihe 


E ee >12. : few — 1)du 
I: I, 


wo 
u=(, 
1 S 
a,=]1 Bz fürn =p 
1 
a=.— Togn sonst 


. 1 
log &(s) => Zn 
für o>n (exkl. s= 1) regulär; also ist 
n 2 ak 


l=3) 


x 
ER Re 
> mp" u: Dar be BI mp"* 
p m= 


m=2 


da 
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für s= 3 singulär ist. Für 6>n (exkl. s=1) ist daher 


 log£&(s) 
regulär; folglich ist für o>n 
&s)+0; 
das bedeutet 
o<n, 
d. h., da dies für alle n > © galt, 
9<®.. 
Die (nur im Falle © = 1 triviale) andere Hälfte 
9’<o 


ist viel schwerer zu beweisen. Es liegt ihr folgender allgernalee Satz 
über Dirichletsche Reihen zugrunde, bei dem die Existenz der be- 
treffenden Funktion in der ganzen Ebene nicht einmal gebraucht wird: 

Satz: Es durchlaufe » eine Klasse von ganzen Zahlen), 
bei der jede >1 ist und in endlicher Vielfachheit auftreten 
darf, jedoch so, daß 


für s>1 konvergiert. Es ist daher für o>1 


1 1 1 
| BE it: Fr 
Pa En p PTR 

p 
—d 

| irn N 
(1) DE 
eine absolut konvergente Dirichletsche Reihe. Die durch 
(1) definierte, für 6>1 reguläre und nicht verschwindende 


Funktion /(s) möge im Punkte s=]1 einen Pol erster Ord- 
nung haben, sonst für 6>n, wo 


$<n<1l 
ist, regulär und von Null verschieden sein und für o6>N die 
Relation De 
fs) = 06) | 
erfüllen, wo c eine Konstante ist. Dann ist für alle d>0 
die Anzahl der p<x E 


d U ge +0\ 
7(&) -f log. m ) 


1) Es brauchen nicht die Primzahlen zu sein. 


5 


| 
l 
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und sogar 


x 


ze -- + O(&" 100? 2). 
Beweis: Nach rs Ist für-o'/>Y, 022 
Z(s) = logf(s) 
RZ(s) = log f(6)| 


regulär und 


< 6 logt. 
Es sei 
3, 
so daß stets 
logx>1 


ist. Dann ist für 


1 2 Su NE Pa ya = 


NT ogar PT TNT HTgr 
im Kreise |s— s,|<o (da alle Punkte des Kreises s— s,| <r 
Abszissen > n und Ördinaten > 2 haben) 
ZI <IZ@ + +12@+ TER +20, log(t +2), °, 
<ata + alt, 
2 
<6G+% Es lo ir 
4 log x 4 log x 

(2) < c, log& logt, 


wo alle auftretenden Konstanten von £(> 4) und x(> 3) unabhängig 
sind. (2) gilt insbesondere für 


t>4, N+gpgn 9 2, 
und es ist daher für 

MA GN tn 
(3) |Z(s)| < e, log logt. 


Für t>5, 0 >n+ u wende ich (3) auf den Kreis um s mit 
oO 


1 
dem Radius Zlogz AU, was ich darf, da alle seine Punkte Abszissen 


>n+ ee und Ordinaten >4 haben; das gibt 
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ZEN 
Tl 
08 m Bl 
1 
2 log x 
(4) < «log? logt. 
Nun ist nach $ 86, wenn 
BEIN NIER 
Z(s) 2" 
jr — An) 
=> m 
n=1l 
gesetzt wird und unser >35 ganz ist, 
4+: ri N 4+2*i 
Z(s Fe | nt 
ee Bei Sa) - ide) <| >’ 4m) Oh „ds —2x:) 
4a D n=1 4— ati 
4+2°% 4+2%i 
ı 
+ A(«) ( ds ri) Ei af Era 
4— ati i 2 4— ai 


< I 40) a) +40) 84 Dam) aa 


er 2* log — n=x+1 Br 
x —] © 
; An) 1 8.4(«) An) 1 
=> nt KEITH BETH E aD n? 
oo n=1 log n=x+1 log 


wegen der Konvergenz von 


ist 
An) = O(n?), 


also für ganzzahlig wachsendes x 





1) Dies A(n) ist also eine Verallgemeinerung des gewöhnlichen An), näm- 3 
lich Dlogp. 


pP"=n Ä 
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A+zti 
x Ze) 
esanı ee. Sam) - ri 
4 ati 
Tel 1 1 1 
= od Hol), 
„1 108, TER, ve 
&% 
2 z—1 >) 
et wei 1 
DE ED rd nt Va il) 
ses 8, n= +1 n A n=Sac+1 ze ge 
3 
x-1 = 


2 03, ne g 2 vs ) 


ir log — 
n=1i \n=-+1 n { n=zc+1 > 


n=x+1 log, 
: We 1 ur 
—-0(1)+ JE Zoe. =) 39 Fe + k ar 0.) T 0) 


SO 


1 : 1 1 
nz een) 
= 0()+ ni: 0 (210g) 
= 00). 

Wenn also für Ey x 


>70 a0) +3 dla) 


n= 
gesetzt wird, ist 
” 4+x°i 


& 1 Z > 
> 10) = - le 2 ds + 0(1). 
q 4 4, 
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Es werde nun für ganze #>3 der Cauchysche Satz auf das Recht- 
eck mit den Ecken 4+ 4%, n + Tor + x*i angewendet, auf und in 


welchem für alle hinreichend großen” x bis auf den darin liegenden 
Pol s=1 mit dem Residuum — x der Integrand 

















x Z‘(s) 
s Z(8) 
regulär ist. Das gibt 
nt; 15 —xıti Br +x°% 
e 2278) 1: Sau 
5 An) = CT: 04) SrT = s Z(s) a Z(s) ds 
4— zei Ntogg “ 
4+xti 
1 x” Z’(s) 
a zZ) 38: 
hg 


Rechts hat das erste und dritte Integral eine Weglänge < 4, und der 
Integrand ist dort nach “ absolut genommen 


= = c;, log? x log (x*) 
= O(log’e); 

die Integrale sind also 
— OÖ (log?’x). 


Das zweite Integral ist nach (4) 


ac 


® 1 
re 
= —log’zlogtat 


1 3 


= O(erlog®2 [1%* ar) Ä | 
: | 


— O(a@" log? 1log?(x#)) 
—= O(a"logtx); 





i 
1) Es braucht ja nur 
1 | 
N Ar log x Ss 1 j DN 
zu sein 
3 
3 
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daher ergibt sich für ganze x 


DI An) = x+0(& lost). 
n=1 


Für stetig wachsendes « ist daher wegen 
[x] [2] +1 


ZA) < IA) <a n) 


n=1l 


7 (n) = x + O(«"logt«), 


Dlogp = x + O(orlog!x 


jad= <r 
folglich zunächst 
Zlogp = 0(@) 


ps 
und schärfer 


Dlogp = a logp — (Zlogp +Zlogp ed.) 


»<Sx p<sYVx p<y m 
— S1logp + O(logx Dlogp) 
pi < p<sYVx 


— N logp ae O (log: Va) 


pm<sz 
= x + O(a"logtx) + O(Vxlog x) 
—=x+ O0 (a"logte). 
Hieraus folgt schließlich 


x x 
E. 1 > A 1 1 e %' ers 
ı(«) = = ER 0 > n"log N (jo; n log De +0(* log x | 
n=» n=2 


u ein + 0 (log? Im: ) + O(a"log?r) 
2 


log u 


x 


d 
fin. + Oori’e) 


S 94. 
Schärfere Abschätzung für die Zetafunktion im Besonderen. 


Im speziellen Fall der Primzahlen und der Zetafunktion kann 
man, falls 1<9<1 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 25 
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ist, d. h.ein „<1 existiert, die Endformel des vorigen Paragraphen zu 


x 


(2) = Az + O(x" log a) 


folgendermaßen verschärfen. 


Nach den Formeln des $ 86 ist, wenn 2 >1 ganz und T>O ist, 











vor Ben o, 1a) Sn; 
. N 4A(x 
IE u 45-2xiF@,0) <N’ am)? nt EDAG Dr en 
Ti ni er n=x+1 = Sales 
x2—1 © 
2x? A 1 44 2x? 1 
Dr 
n=1 log n=x+1 log — 
Dies ist 
m?2 
<G T 


Wo c, von x und 7’ unabhängig ist; denn es ergibt sich einzeln unter 
Benutzung einer Hilfsbetrachtung des vorigen Paragrena 





log n logn 1 
sn ne > na 


Er = log zo 


—ı 


01): (2 : ) 


lo = 
n=2+1 Sn 








= 0(1)+ o(e2 wloga) 
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x 


An) 1 Srlogn 
e>: n? 




















n=xc+1 log _ n= ze, 
Di 1 — logn 1 
5 de = 
n=x+1 Be ee, 08% 
3 0 
log x 19% log u du 
UN )* o jeans 
nez+ 108, > x 
= O(0EE einge) + 0(08*) 
log?’x 
I) 
- 01). 
Wir finden also für ganzes «>1 nebst 7>0O 
2+Ti 
ER 5 (8) 
ar 9) ds— 2rxiF(x,0) a 7’ 


Nun werde unter 7 die 7, -Zahl (im Sinne von $ 85) des Inter- 
valls 2 <7T<x°’+ 1 verstanden. Dann ergibt sich 


2+ 7,20 
T 
F(x,0) la elods ir od), 
2—- Ta 
also nach $ 37, (8) 
Q E00) 
76-35 + 
-Ta<y<Tz 
(1) 2—-Tyei 24 Tyai 
x’ (9) | je 8) 
2 Js aaa|+ Je 


Hierin ist nach $ 87, (4) und nn jedes der beiden Integrale absolut 
genommen 2 
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Aus Br folgt also 
F@%)=2+0(0)+0(5)+ od“ + 0(1) + Ofloga) 





ooyeetı 
1 
—=x+ O(logx) + UBS ik 
0<ysa®+l 
da die Anzahl der » im Intervall n <y <n-+l 
O(logn) 
ist, ist | 
1 — log n 
BAD, 
0<ysa®+l n=1 
= O(log? x); 


es kommt also heraus: 
F(&,0) = 2x + O(ztlog? x), 

zunächst für ganze x, also auch für stetig wachsendes x. Daher ist 
v(a) = x + O0 (arlog’r), 
92) = x + O0 (zrlog?z), 

und daraus folgt schließlich 


| x 1 x S 1 1 x log?x 
a(x) = > BEE 0 D/n'log u IR TIogmt 5) az re 
n=2 n=3 


—= Li(&) + OD ss + O(ztlog x) 


= Li(x) + O(a"loge). 


Insbesondere hat sich also ergeben: Wenn es wahr ist, daß alle 
nicht reellen Nullstellen von £(s) Ahr reellen Teil 5 haben, so ist die 
Anzahl der Primzahlen bis x 


x(2) = Li(x) + O(Yxlog x) 


ee + O(Yklog x) u 
2 


Yan + 0(Yx log x). 








ZWEITES BUCH. 


ÜBER DIE PRIMZAHLEN EINER 
ARITHMETISCHEN PROGRESSION. 





Fünfter Teil. 


Anwendung der Dirichletschen Reihen mit reellen 
Veränderlichen. 


Zweiundzwanzigstes Kapitel. 


Hilfssätze aus der Zahlentheorie. 


S 95. 
Die primitiven Wurzeln modulo einer Primzahl. 


Aus den Elementen der Zahlentheorie setze ich als bekannt vor- 
aus: Wenn » eine Primzahl ist, so gibt es (mindestens) eine nicht 
durch » teilbare ganze Zahl g derart, daß die Potenzen 


7 [ee 9, I (ze 
modulo p zu je zweien inkongruent sind, also abgesehen von der 
Reihenfolge kongruent zu | 
F ö TEEN 
sind, d. h. die 
Pp(m—n—1 
zu p teilerfremden Restklassen modulo p repräsentieren. 


Jede zu p teilerfremde (d. h. nicht durch p teilbare) ganze Zahl 
liefert also ein bestimmtes »v, so daß 


(1) n = 9’ (mod. p), 
(2) 0<v<p-2 


ist. Wenn » nur der Kongruenz (1) ohne die Nebenbedingungen (2) 
unterworfen ist, ist v» modulo g(p)=p — 1 eindeutig bestimmt; 
denn aus 
9’ = g’ (mod. p) 
folgt, wenn 
v>v 
ist, 
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gg" = g” (mod. p), 
g’’=1 (mod.p), 
v”—v=0(mod.p—1), 
und umgekehrt ist für 
v>», 
v—v=0(mod.p —|]) 
die Kongruenz 
9” = g’ (mod. p) 
erfüllt. 

Ein solches zu p» teilerfremdes g, für welches 

(REN 
inkongruent sind, oder, was ganz dasselbe bedeutet, für welches unter 
allen Potenzen von 9 mit positivem Exponenten zuerst 

re tltmadp) 
ist, heißt eine primitive Wurzel modulo p. 

Ich will nicht aus der Zahlentheorie als bekannt voraussetzen, 
für welche zusammengesetzte Moduln % es eine ähnliche Darstellung 
der g(k) Klassen teilerfremder Zahlen gibt; sondern ich will diese 
Betrachtungen, soweit sie hier nötig sind, mit Beweisen entwickeln. 


S 96. 


Die primitiven Wurzeln modulo der Potenz einer ungeraden 
| Primzahl. 


Es sei p eine ungerade Primzahl und A>2, also 
I p* 


eine Potenz, deren Exponent mindestens 2 ist, von einer ungeraden 
Primzahl. Dann gilt der 


Satz: Es gibt eine zu p? teilerfremde Zahl @, so daß die 
p(k) = p(P‘) 


SPD 
Zahlen 


(1) 1,65... Gr Dezyaı 
zu je zweien inkongruent modulo p* sind, also alle Klassen 


teilerfremder Zahlen modulo p% repräsentieren. 
Ein solches @ heißt primitive Wurzel modulo 2 


a 
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Beweis: Es genügt, zu zeigen, daß ein @ existiert, so daß p(p”) 
— p*-!(A— 1) der kleinste positive Exponent » ist, für den 


(2) G’ = 1 (mod. p*) 
ist. Denn (2) ist für v— p(p*) nach dem Fermatschen Satz jeden- 


falls erfüllt, und, wenn es für kein kleineres positives v gilt, so kön- 
nen gewiß keine zwei Zahlen der Reihe (1) kongruent sein, da aus 


Gr = G” (mod. p?), 
<<, <gplp)—1 
folgen würde: 
Gr = 1 (mod. pf), 
Izy ,Ssplp) ni 
ist; dies würde der Annahme widersprechen, daß kein v <gp(p‘) die 
Kongruenz (2) erfüllt. 
g sei eine primitive Wurzel modulo p. Es ist leicht zu beweisen, 
daß ein ganzzahliges m vorhanden ist, für welches 
(gt mpP’—1 
zwar durch p teilbar ist (was für alle m aus 
g-!— 1=0 (mod. p) 


wo 


folgt), aber nicht durch »*. Denn es ist für jedes m 
(GH mpp 1-4 pP De impt ze imp® + —1 


| = gP=-1 1 +(p— 1)9P=?mp (mod. p?), 
also 
Nele. Ba 
+ _ Lg = a (p — 1)9P "m (mod.p). 


Da (p — 1)9P=? zu p teilerfremd ist, ist die Kongruenz 





Bd Be \ 
SE +(p - )®"’m = 1 (mod.p) 


auflösbar nach m; für ein solches m ist also 





VER 
(g nr: 4 = I (mod. p); 
d. h. gewiß 


—1 
(g+ _ = + 0 (mod.p), 


(g+ mp) -1—1 = 0 (mod. p?), 
(9 + mp)?! = 1 (mod. p?). 
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Wird DB 


gesetzt, so haben wir damit eine Zahl, welche zwei Bedingungen ge- 


nügt: 
1. Es st v=p—1 die kleinste positive Zahl, für welche 
G’ = 1(mod.p) 
ist, d.h. @ gehört modulo p zum Exponenten p — 1. 


2. Es ist 
GP! =E 1 (mod.p?). 


Ich behaupte: Dies @ erfüllt für A—=2 und auch für jedes größere 
A die Bedingungen des zu beweisenden Satzes, dessen Richtigkeit damit 
festgestellt ist. Zu beweisen ist: Für jedes positive 


<<) PTR 
G’ = 1 (mod. p%). 


ıst 


Es sei nun v=n der kleinste positive Exponent, für den 
G’=1 (mod. p*) 
ist; dann ist 
p(p’) = 0 (mod. 1), 
da sonst 
Yr)=-aintgn, I<q<san-|1, 
also wegen 
Gm an — PEN) 
= 1 (mod. p*) 
schon 
Ga = 1 (mod. p*) 
wäre. Die Behauptung lautet nun: Es ist 
= pp). 

Andernfalls wäre 7 ein echter Teiler von p*=!(p — 1); anderer- 
seits müßte 7 ein Multiplum von p—1 sein, da @ modulop zum 
Exponenten p — 1 gehört. Also hätte n die Form 
(8) 1=-P(p—), 0<a<ı-2 

Da 

GP7t==1 (mod. #°), 
also gewiß 

GP=1 = 1 (mod. p%) 
ist, wäre in (3) sogar 


1<aı<ı-2. 


ET Er; 


ET 
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Jedenfalls wäre 
»"(p—1)=0 (mod. n), 

also | k 

(4) Gr*”*@-0 — 1 (mod. p*). 

Nun ist 
G?-!'=1+ hp (hu #0 (mod. p)). 
Daraus folgt durch Erheben in die pte Potenz 
Gre-D— (1 + hp) 


=1+phmp+ p\P — 


—-=1+h4,P+ kp, 
wo alle Glieder der pten Potenz des Binoms vom dritten an zu kp? 
zusammengefaßt sind; jedes ist ja ein Multiplum von p?. Da 

u,+tkp=h 


Vrp- SEEN 


nicht durch » teilbar ist, ist also 
GPed—=1-+ hr? (h, #0 (mod.p)). 
Ich behaupte, daß für alle e > 0 
(5) GFed—_1-nN Ba (h, =# 0 (mod. p)) 
ist. Gesetzt, dies sei schon für ein bestimmtes 0 > 1 bewiesen, so 
folgt durch Erheben von (5) in die pte Potenz 
Grt!o-) — (1+ h, pe+d)P 


2 > 2%(C 1 
l il He Rune? 13 kur P 0: ), 
also, wenn 
? 
h, . kor+ı a ho+1 
gesetzt wird, 


a Rorıp9t? (+1 = 0 (mod. 9)), 
womit (5) allgemein bewiesen ist. Für 
0=A—2, 
was > 0 ist, folgt aus (5) | 
GP*"?@-2 # 1 (mod. p%), 
während aus der Annahme 
n<gp(p) 


durch (4) sich das Gegenteil ergeben hatte. Diese Annahme war also 
unzulässig, und damit ist der Satz bewiesen. 
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Jeder zu p” teilerfremden Restklasse modulo p* entspricht also 
eine modulo p(p*) eindeutig bestimmte Zahl v, für welche jede Zahl 
der Restklasse en 


ıst. 
SHE 
Die Restklassen modulo ?%. 


Für die Primzahlpotenzen 


k= 24 


verhält es sich, falls 4 >3 ist, anders. 

FürA=2,d.h.k=4 lassen sich noch die Restklassen 4M +1, 
4M +3 durch 30, 51 
repräsentieren. 

Für A=35,d.h. k=8 gibt es bereits keine zu 8 teilerfremde 
Zahl mehr, für welche erst die 4te (p(k)te) Potenz =1 (mod. 8) ist; 


denn es ist 


’=1l,3;=13=1 = (mod. 8). 
Allgemein ist für A>3 jede ungerade Zahl n so beschaffen, daß 
ne are 
(1) = ] (mod. 2%) 


ist, so daß es unmöglich ist, alle @ (2) teilerfremden Restklassen durch 
die Potenzen einer von ihnen zu repräsentieren. In der Tat ist (1) 
oben für A—=3 festgestellt; es sei für A richtig; dann ergibt sich die, 
allgemeine Gültigkeit folgendermaßen durch den Schluß von A auf 
+1. Es ist 2er 
n? = 1. M2% 
also 
n"""— (1 + M2%)2 
—=1+ M2*+11 m?22%4 
= 1 (mod 245 | 
Aber es besteht für > 3 der folgende Satz, welcher wenigstens 
gestattet, die Hälfte 2°? aller 2?-1—= p(2*) zu 2 teilerfremden Rest- 
klassen durch die Potenzen einer einzigen Zahl darzustellen. 
Satz: Je zwei der Zahlen 
59, 53 Yu 52 —1 


sind inkongruent modulo 24 


en) a 


ee et 
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Beweis: Hierzu ist es hinreichend zu zeigen, daß die kleinste 
positive Zahl v=n, für welche 
| 5’ = 1 (mod. 2%) 
Bi 23: 18t, 
In der Tat erhält man sukzessive durch Quadrieren 
Seife ].22 
—1+%2? (k=1(mod.2)), 
>”’—=1+ 22°+ 2 
—1+h2° (h,=1(mod.2)), 
5—=1+ 2h,2°?+ hi2® 
—-—1+2° (h,=1(mod.2)), 


Es sei schon bewiesen, daß 


(2) "—14n2+? (h,= 1(mod.2)) 
ist. Dann ergibt sich daraus durch Quadrieren 
BF 1 +2, 2er? + 12 Niere 


le No+ 120 +? (ho+ı —= ] (mod. 2)), 


so daß (2) allgemein gilt. Füro=4-—2 folgt aus (2) 
5°" 1 (mod. 2), 
was uns schon von vorhin bekannt ist; füro—=4—3 folgt aus (2) 


14,21 (Mm, 1 mod. 2)), 
also 


(3) 5 "+ 1 (mod. 2). 


Daher ist 7 = 2””°; denn ein Teiler von 2*-? ist 7 jedenfalls, also von 
der Form 2*%, wo <A —2 ist, und aus 


Bj (mod. 2%) 


würde für <A —3 folgen: \ 
5" 1 (mod. 2%), 
im Gegensatz zu (3). 
Damit ist der Satz bewiesen. 
Alle 2-1 teilerfremden Zahlklassen modulo 2° lassen sich mit 
Hilfe des folgenden Satzes darstellen: 
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Satz: Dıev2r=: N Zahlen 
| 9 Pa 
4 | 5 ’ 9, 5 Bern 2 ’ 
( ) | 229 
A0 Al n2 r 
ur), a 3 a saufen, a 
sind zu je zweien inkongruent modulo 2%. 
Beweis: Für zwei Zahlen der ersten Zeile von (4) ist dies durch 
den vorigen Satz bewiesen; für zwei Zahlen der zweiten Zeile von (4) 
folgt es auch aus ihm, da 
— Br = — 5’ (mod. 2%) 
die Kongruenz 
dr = 5r (mod. 2%) 
ergibt. Wäre endlich eine Zahl der ersten Zeile einer der zweiten 
Zeile kongruent: 


Sr == — 5” (mod. 2°), 
so ergäbe dies wegen A > 3 > 2, modulo 4 betrachtet, den Widerspruch 
= — 1 (mod. 4). 


Jede zu 2° teilerfremde, d. h. ungerade Zahl » ist also für >3 
in der Form darstellbar 


(5) n = (— 1)*5P (mod. 2°). 

Dabei sind « und ß eindeutig bestimmt, wenn 
(6) 0<usi], 

(7) 0<B<R-:—1 
sein soll. 


Jedem ungeraden » ist so eindeutig ein Zahlenpaar «, 8 zugeordnet, 
zwei modulo 2” kongruenten ungeraden Zahlen », und », natürlich 


dasselbe Zahlenpaar. Also ist jeder teilerfremden Restklasse mod. 2? ein 
Zahlenpaar «,ß aus der Reihe (6) bzw. (7) zugeordnet und umgekehrt 


jedem Zahlenpaar aus den Reihen (6), (7) eine teilerfremde Restklasse. 
Vergleicht man das Resultat des einfacheren Falles 4 = 2, d.h. 
— 4, hiermit, so ist es hierin enthalten, da 


n= (7 1)* (mod. 22), = 0Todersn 


ist und nach (7) ß eben nur den Wert O0 annehmen kann. 


Wenn man alle Lösungen «,ß von (5) ohne die Nebenbe- 


dingungen (8. M) haben will, so ist offenbar « modulo 2 und PA 
modulo 2°? — !9(2%) eindeutig bestimmt. Denn aus 


(— 15, =i(— 1)5°7 (m 
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folgt, wenn «, bzw. ß, und «, bzw. ß, die kleinsten Reste von «’ 
bzw. ß und «” bzw. 8” modulo 2 bzw. 2°? sind, 


(- 1a5h = (— 1)%5% (mod. 2%), 


0, = 0, 
P, — pr. 
8 98. 


Die Restklassen modulo X. 


Es sei nun % eine beliebige positive ganze Zahl, also das Produkt 
beliebig vieler Primzahlpotenzen®, unter denen auch eine Potenz von 
2 vorkommen kann. % hat also die Form 


ro 2 
k= 2’plr «pr, 
WO 2,,°*',Pp, die ungeraden verschiedenen Primfaktoren bezeichnen 


und A auch Null sein kann. 
In den vorigen Paragraphen sind die Fälle erledigt: 


—-(, r=1 (ungerade Primzahl oder Potenz einer solchen) 


und 
AZ1,r=0 (Primzahl 2 oder Potenz davon). 


Überdies ist der Fall 
a (k=]1) 


trivial. Immerhin will ich diese Spezialfälle nochmals in den all- 
gemeinen Fall einbeziehen. % soll also eine beliebige ganze Zahl 
>1 sein. 

n sei eine beliebige zu % teilerfremde Zahl. Dann ist » zu jeder 
in % aufgehenden Primzahl teilerfremd. | 

Es werde nach $S$ 95—96 für jede der Potenzen (mit Exponent 
>1) ungerader Primzahlen p%,---,9% eine primitive Wurzel G,, 
bzw. G,, ---, G, ausgewählt, in beliebiger Weise, die aber nunmehr 
festgehalten wird. (Es sei etwa jedesmal G,, @,, »;: die kleinste 
positive primitive Wurzel.) Falls natürlich k = 2 ist, also r = 0, so 
sind diese Zahlen nicht einzuführen. 

Wenn nun » eine beliebige zu % teilerfremde Zahl ist, ist ein 
System ganzer Zahlen «&,,-:-, «, nach $$ 95—96 eindeutig dadurch 
bestimmt, daß 


1) Wo Primzahlen mit zu den Primzahlpotenzen gerechnet werden. 
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n= Gy (mod. pp), O<u<gplpr)—1, 
n = Ger(mod.pir), 0<u,< pp) —1 
ist. 
Ebenso sind, falls A> 3 ist, « und ß eindeutig durch die Kon- 
gruenz mit Nebenbedingungen 


2) n=(- 1e5r(mod.2i), 0 <u<1, O<B<ipM)- 1 
bestimmt. Falls A—2 ist, ist « eindeutig durch 
(3) n"=.(— .1)2(mod. 2%, Oo 


bestimmt. Falls A=1 oder 4 = 0 ist, ist hier nichts zu bemerken, 
da alsdann die teilerfremden Reste modulo 2 bzw. 1 nur eine Klasse 
bilden. 
Auf diese Weise entspricht jeder Zahl n, die zu k teilerfremd 

ist, ein System von », r +1 oder r +2 Zahlen 
(4) G, O2, d,, dc, P. 
Hierbei tritt eben für A=2 die Zahl ß nicht auf; für A=1 und 
= treten die Zahlen « und ß beide nicht auf. Für r = Ba Pe 
stehen nur « und ß da; fürr—=0, 4=2 steht nur « da, fürr=0, 

-1 (dh k=2) wd r=0, A1=0 (dh k=1) gar nichts. 
Übrigens sind die letzten Fälle «—2 und k=1, wo die Reihe (4) 


nichts enthält, trivial; denn die Primzahlen = 1 (mod. 2) sind alle 


Primzahlen bis auf 2, die Primzahlen = 1 (mod. 1) sind alle Prim- 
zahlen, so daß in diesen beiden Fällen nicht mehr zu beweisen ist, 
als schon durch die allgemeine Primzahltheorie bekannt ist. 

Die Zahlenreihe (4) möge das Indexsystem von n modulo k genannt 
werden. Zwei modulo % kongruenten, zu %; teilerfremden Zahlen entspricht 
dasselbe Indexsystem, da sie a fortiori modulo pr, modulo p%,-.., 
modulo p/-, modulo 2* kongruent sind. Die Zahlklassen teilerfremder 
Zahlen modulo % und die Indexsysteme entsprechen sich gegenseitig 
eindeutig; denn umgekehrt entspricht jedem Indexsystem eine Zahl- 
klasse modulo %, da die r bzw. r +1 Kongruenzen (1) und (2) bei 


gegebenem Indexsystem, d. h. gegebenen rechten Seiten stets nach der 


Unbekannten » auflösbar sind. 
Die Anzahl der Zahlklassen teilerfremder Zahlen modulo % be- 
trägt p(k), was natürlich mit der Anzahl 
9(P1) :- Plpr)p(2%) 


der Indexsysteme übereinstimmt. 


et an 


MED ee. 
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Wenn die Zahlen (4) nur den Kongruenzen in (1), (2), (3) ohne 
die Ungleichungen daneben unterworfen sind, so ist eindeutig be- 
stimmt: &, modulo @(p%), ---, «, modulo @(p’r), « modulo 2, ß modulo 
>9(2*); umgekehrt liefert jedes System (4) ohne die Ungleiehungen 
eine Restklasse modulo X. 

Ich setze jetzt stets zur Abkürzung 


p(k)=h. 


SEI 
- Einführung der Charaktere. 


Nunmehr definiere ich (bei fest gegebenem %) h zahlentheoretische 
Funktionen von », d. h. Funktionen, welche für jedes ganzzahlige posi- 
tive n eindeutig bestimmt sind. Verschieden nenne ich natürlich zwei 
Funktionen, welche nicht für sämtliche ganzzahligen positiven » über- 
einstimmen. Vorläufig werden übrigens diese ) Funktionen außer von 
k noch von der Wahl der Zahlen G,, :--, @, abhängig erscheinen; 
später wird sich zeigen, daß sie durch % allein eindeutig bestimmt sind. 

Ich will also so viele Funktionen definieren, als es Indexsysteme 
gibt, und drücke dies vorläufig so aus, daß ich an das Funktions- 
zeichen y(n) das beliebige Indexsystem 


Ay, Ag, '"', d,, 4, b, 


RE zo 


0<a<pier)—], 
Era, 
0<b<:p@&) -1 
ist, heransetze, also irgend eine beliebige der h Funktionen mit 
Kansansı:,0,,0 0) 


bezeichne. Diese beliebige Funktion sei nun folgendermaßen definiert, 
Es werde zur Abkürzung 


2ni 
o(Plı) 
0, ’ 
mi 
(Pr) 
0, € 


1) Mit Absicht schreibe ich hier andere Buchstaben als im vorigen Paragraphen, 
Landau, Verteilung der Primzahlen. 26 
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und außerdem, falls A>2 ist, 





i 0,11 ae 1 
und, falls A > 3 ist, 
2ri 
49) 
0,+3 De+E 
2ri 
31-2 
=e 


gesetzt". _, ist also eine p(p“)te Einheitswurzel, und zwar eine solche, 
deren Potenzen 
3, 

alle p(p‘:)ten Einheitswurzeln darstellen, eine sogenannte primitive 
p(p%)te Einheitswurzel, und zwar die, deren Amplitude positiv und 
möglichst klein ist, ---, @,,, die primitive 2te Hinheitswurzel, _,,, 
eine spezielle primitive 5@(2*)te Einheitswurzel (die mit kleinster 
positiver Amplitude). 

Dann lautet die Definition von %a, .a,-:-,a,,.,5)(M): 

1) Für alle », die mit % einen gemeinsamen Teiler besitzen, ist 


Ka, Agy'',QdmQ, b) (R) * 0. 
2) Wenn n zu % teilerfremd ist und das Indexsystem 


{ j 4, lg, 0,0, P 
besitzt, so ist 


0, Cı »Golo UREH LER b» 
1@L 222 l 


Ka, 3&2,::,a,,0,5)(R%) Ze 0, 0, 7: 9, f "0,110,43° 


Damit sind die % Funktionen eindeutig definiert; ich habe nur zu 
beweisen, daß sie verschieden sind. D. h. ich behaupte: Wenn ich 
zwei unter ihnen 


RER IH 1 
und 
Kat,at, „a),a’,d) (R) 
habe, wo nicht zugleich 
’ G G ‚ d 
4,=4,.'',4,=-a,a=a,b=h | 
ist, so gibt es eine ganze Zahl » derart, daß 
Ka, ‚a, ydtp,,b) (R) 2 Ka! ,al,: ; „a/,a’,o")M) 
ist. | 





1) Ich erwähne von jetzt ab nicht mehr immer besonders, daß in den ein- & 
facheren Fällen r— 0 und A<{3 gewisse Glieder gar nicht auftreten. 
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In der Tat: 
I. Es seien unter den ersten r Indizes zwei entsprechende ver- 
schieden: 


0,20, 0<a,<p()—-1, 0<a<ppr)-1. 
Dann wähle ich eine Zahl n, welche der Kongruenz 


n = @G,(mod. pr) 
und den Kongruenzen 


»=1(mod.pı.) 1<u<r,u2»), 
n = 1(mod. 2°) 
genügt. Dies n hat das Indexsystem 
o,=1l; 0-0 fürl<u<r, uZv a=0;ß=0. 
Also ist für diese Zahl n 
y4 (dj, @2, *', dp, b) (R) er 07°, 
Ka), a DIE, a), a’, d’) (R) ”Z 0, 
und diese beiden Ausdrücke sind eben verschieden, da unter. den 
Potenzen 2 
OO per) 1 


keine zwei gleiche vorkommen. 


I. Es sei A >2 und 
a a 
Dann wähle ich n so, dab 
n = 1(mod. p‘r) 12,07), 
n = — 1(mod. 2%) : 
ist. Dann ist 
et neldel, BO, 


also | 
FELEERN 
Kai Qay "54,0, b) (n) en” Or + 15 


< ER 
Kat, as; ap? a)» a’, b’) (R) Or +1; 


was nicht übereinstimmt. 
Ill. Es sei A>53 und 


2%, 0<b<4p()-1,0<y<ip@)-1. 
Ich wähle n so, daß 
| »=1(mod. pr) v=1,2,---,r), 
n = Ö5(mod. 2%) 
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ist, also das Indexsystem 
el... e0, el, Pr 
hat. Dann ist 
Kar, as Ay a, (N) =:0743 
verschieden von | 
Kanayı ‚a, a',d) (R) — 07.42. 

Da nach Voraussetzung mindestens einer der drei Fälle L., IL, III. 
eintritt, ist die Behauptung bewiesen, daß die 4 eingeführten Funk- 
tionen verschieden sind. 

Diese 4 zahlentheoretischen Funktionen will ich nunmehr kurz mit 


(1) HR) KR), "5, 4m) 
bezeichnen, die allgemeine mit 
1) EC ZB PER > 
und, wo kein Mißverständnis entstehen kann, sogar noch kürzer mit 
Rn); 


ich werde über sie vier Sätze mit sehr kurzem und elegantem Wort- 
laut beweisen. Alsdann darf der Leser bald die recht komplizierte 


Definition dieser Funktionen vollkommen vergessen und braucht sich‘ 


nur zu merken, daß die Existenz eines Systems von h verschiedenen 
Funktionen bewiesen worden ist, welche die vier Rigenschaften be- 


sitzen. Die Numerierung (1) sei fast ganz beliebig und nur so ge- 


wählt, daß die Funktion 
10,0... (N) 
an erster Stelle steht. Dies y,(n) ist also O0, wenn 
(n,k)>1 
ist, dagegen 1, wenn 
(n,k)—=1 
ist. 
Die Funktionen x,(n) werden Charaktere genannt, 4(n) der 
Hauptcharakter. 


In den beiden (trivialen) Fällen k=1 und k=2, wo es nur 
eine teilerfremde Restklasse gibt, d.h. hA—1 ist, ist eine einzige 


Funktion y,(n) (Haupteharakter) einzuführen, welche bei k=1 für 


alle 2» den Wert 1 hat und bei k=2 für alle zu 2 teilerfremden 
d. h. ungeraden » den Wert 1, sonst den Wert O0 hat. 


. UT EEE i Beil; cu 


’ { 
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Ss 100. 
Eigenschaften der Charaktere. 


Satz 1: Es ist für zwei ganze positive” Zahlen n, nm’ 
(4) | an) = r)au)). 

Von jeder der Funktionen wird also dies „Multiplikations- 
gesetz“ behauptet. 

Beweis: 1. Wenn mindestens eine der Zahlen » und »’ mit % 
einen gemeinsamen Teiler besitzt, hat auch »n’ mit % einen gemein- 
samen Teiler; also ist (1) erfüllt, weil beide Seiten Null sind. 

2. Wenn die Zahlen » und n’ beide zu % teilerfremd sind, ist 
auch nn’ zu %k teilerfremd. Es habe » das Indexsystem 


J 4,00, ß, 
n’ das Indexsystem 


a, eg 125 Bar > 
Dann ist also 
n= Girlmod pi), n7= Grlmod. de), 
en, ep = en = % Eee p. : 


women 1) "5° (mod. a), 
Daraus folst 


nn Are is, p, ) 


nn’ = Gr" « add en 
Rn (1 5° (mod. 2°). 


nn hat also das Indexsystem 


el, 9, = dr a”, Br 
wo 
av=«+ er p PR): DE Por) —1, 
(2) .,=0+0, an pp 2), nk N 


ed = «+ « (mod.2), Kiez 1, 
"= B+B (mod. ip@H), O<B"<i) 1 
1) Die Funktionen sind von selbst auch für alle n<0 durch die Rest- 


klasse definiert; doch wird dies in der Folge nur gelegentlich einmal verwendet 
werden, in $ 127. Natürlich bleiben alle Eigenschaften erhalten. 
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ist. Aus den Kongruenzen (2) folgt, da @,, ::-, 0,41, O,,3 bzw. 
o(ph)te, ---, 2te, 19 (2%)te Einheitswurzeln sind, 


f eo m 0179, 
a En": 2 
Te ai, 
(8) a ee 
034 un 07er 
> OO 
9 N # 
\ Ir. OEEDE ee 


Da nun nach Definition 


a. 208 b5 


U.& 
' == 1 Da Bet? u; 
ha 3920100 0) SQ, or ro oe 


(0 A b 5’ 


(M) = ro 
a ,a, b) 1 r r+1\r+2? 


1 ’ 9 f 


y4 (a 


AAN. b5’’ 


WAR A. 2%, 
Ka, , 1,030, „ınn) = go, a 0,,10,+2 


ist, so sieht man mit Hilfe der Gleichungen (3) die Richtigkeit der 
Behauptung 
| un) = yn)am) 
ein. 
Satz 2: Es ist für n=n (mod. %) 
in) = zw). | 
Beweis: 1. Wenn eine der beiden Zahlen n und »’ mit k einen 
gemeinsamen Teiler besitzt, hat auch die andere mit % einen gemein- 
samen Teiler, und es ist 
Al 


nd 
2. Wenn n und m zu k toren sind, so ist, weil n und n’ 
dasselbe Indexsystem haben, nach Definition 


nn) = xlm). 


Satz 3: Wenn n ein vollständiges Restsystem modulo k 
durchläuft, ist für x<=1,d.h. für den Hauptcharakter 


— >1.n) a h, 
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dagegen für «=2,.-.,h, d.h. für alle übrigen Orafaklers 
=.) = 0. 


Beweis: 1. Im Falle «=1 ist nach Definition 


Kr (R) zu) 
für solche n, die mit % einen Teiler gemeinsam haben, dagegen 
„.n)=1 


für die zu %k teilerfremden n. Solcher teilerfremden » gibt es in 
einem vollständigen Restsystem h; also ist 


>77 (n) = h. 


2. Es sei x«>1, das heißt, mindestens eine der Zahlen 


: 4, °',4,, 4; b 
ın 


N) = Ka, s.-,a,,a,0)(R) 


x,(n) = 0 


für die zu % nicht teilerfremden rn; sonst ist es ein Produkt von Ein- 
heitswurzeln der Grade p(p%), ---, @(p?r), 2, #9(2*), also jeden- 
falls selbst eine hte Einheitswurzel. In 

ln) 


N 


sei >0. Es ıst 


bleiben also genau h von Null verschiedene Summanden stehen, und 
zwar ergibt sich 


i“ - 
Ir, R) nn “a > n% Per u g%r dp OSLO 


Da die Summationen von einander unabhängig sind, läßt sich diese 
Summe als Produkt von Einzelsummen schreiben: 


[2 


y(»%)-1 va) 1 =o()-1 
) In = Sonya -: Sler)r - Ster.)t' Der.o' 


Wenn nun o eine mte Einheitswurzel ist, so ist 
m-\ nt me rer le für 0.=1, 
(5) > $ = ee, für o#+1. 
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In (4) hat jede Summe rechts die Form (5); da a, ::-, d nicht alle 
OÖ sind, ist mindestens eine der Einheitswurzeln 0%, +, 02,,+1, 
also die entsprechende Summe rechts —0. Daraus folgt, wie be- 


hauptet, D>r,n) enes 


Dieser Beweis im Falle »>1 läßt sich auch so führen: Da y,(n) 
nicht der Hauptcharakter ist, gibt es ein zu %k teilerfremdes »’ derart, 


dab voa)+1 
ist. Da nn’ mit n ein vollständiges Restsystem durchläuft, ist 


Kz (#) eh (n) So BEE (n n') 
> St: (n) ’ 


a) - Dr.) = 9, 


N 


Syn) —0. 
Satz 4 Wenn n Fostgehele und die Summe 
h 
(6) 2) 
über alle h En erstreckt wird, so ist 


h 
Dr.) = h für n=1(mod.k), 
a 


dagegen 


l 


D>y,(n) = 0 für n # 1 (mod. k), 
1 


en 
A 


also für alle %— 1 übrigen Restklassen modulo X. 

Beweis: Der Nachweis ist ganz analog dem Nachweise des 
Satzes 3, wegen der Symmetrie der Definition der Funktionen 4(n) 
(für zu % teilerfremde ») in den beiden Zahlenreihen a,,---,a,, a,b 
under, 22.0.0, B. 


1. Es sei (n, k) =: 


dann verschwindet jedes Glied der Summe (6); also ist deren Wert — 0. | 


2. | 
Es sei n = 1(mod.k). 


Dann hat n das Indexsystem 


u=0, g—(, I e.V e—-0, B=V: 


N nr 
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Folglich ist für de der h Pnkßubn 


4 a b»B 
Kay, ay::-, Ay; d, „(R) = Bi] 0, = "0,19 


— |, 
also A 
Dr,.(n) = h. 
| 
3. :Es sei zwar 
(N, k) vr ar 


aber 
n = 1(mod.k). 


Dann sind die Indizes von n nicht sämtlich O0, und es ergibt sich 


y(» u: p(pfr)-1 1 =p(ai)-1 


Sy, ‚(R) )=>- > = DH L o“r -&r Be, 


Fe a,=0 Yy=0 DEN 
y(ri)-1ı  ylplr)-1 1 zp(et)-1 
=. D(e ER DITFN ER (Ofra)- 
ah=0 dr =V a=t b=0 


Da mindestens eine der Zahlen. 
3 
07%, az , 0.19 


von 1 verschieden ist, verschwindet mindestens eine der Summen rechts; 
also ist 


h 
=1,.@) er 0, 


was zu beweisen war. 

Ich behaupte nun”, daß die Gesamtheit unserer ) Funktionen von 
der Wahl von G,, ---, @, unabhängig ist, und habe dazu (a fortiori) 
offenbar nur nötig, den Satz zu beweisen: 

Satz: Wenn irgend eine zahlentheoretische Funktion y(r) 
den Sätzen 1 und 2 genügt und für jedes zu k nicht teiler- 
fremde n Null, für n= 1 von Null verschieden ist, so ist y(n) 
eine unserer h obigen, aus einem beliebig gewählten System 
G,,:::, @, entspringenden Funktionen 


ur), 3,9): 


Beweis: Es wird also vorausgesetzt, daß allen Zahlen einer Rest- 
klasse modulo % derselbe Wert von xy(n) entspricht, und zwar jeder 


1) Übrigens brauche ich dies im folgenden gar nicht; es wirft aber ein 
deutlicheres Licht auf die Charaktere. 
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eh ei: Rt Null, Bi Klasse a» —=1+ M% nicht Null, 
ferner, daß 
x(nn‘) = 4(n) (m) 


Es seien r +2 (bzw. ,r +1) Zahlen 


EL. 


ist. 


n n 


r? r+19 r+2 


durch die Bedingungen definiert: 


n.=0@, er pa), m=]1 Be Ber. 2 


n,= pe SE p 5 n.=] Bea pi.» per . 92), 


wo G@,,.*.-, G, unser altes System primitiver Wurzeln mod. pn, A 
PET 
p’r ıst; 


N, = 1 (mod.2%), n,,,=1 (mod. Da 
N. =5 (mod. 2%), N,,:= 1 (mod. ph . . . pie). 
Dann ist („) 
PP) = 1 (mod. pr) 
und 
9 = 1 (mod. pre ++. 922) 
also N 
y(mfı) i 
2 = 1 (mod. k), 
ebenso () 
n, =] (mod. k), 
er) — 1 (mod. k), 
N =1 (mod. k), 
n} Ne ; = 1 (mod. k). 
Wegen 
‚d)=,(1:D 
En: =.) 
(1) +0 
ıst 
Eu) en 


daher ist 


( „Lı q „21 
(un, Ne A )) 
a) 
za 


1) Diese Zahlen kamen schon in $ 99 vor. 
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also x(n,) eine p(p‘:)te Einheitswurzel, folglich | 
x(n,) = on, 
<a <gp(lp)—1 
ist. Ebenso ergibt sich 
Br), - 08, Kara ur 


wo 


BE a: 
N, +1) = 0741? Ö = a = 1% 
N, L3) — DR; ) = b — 39(2%) Fr 


Wenn nun n eine beliebige zu % teilerfremde Zahl ist, die das 
Indexsystem 
3 My, 0, ß 
hat, so ist wegen 
n=G.' Sr v > 


n=G,’ aan, p 2); 


n = (— 1)* 5? (mod. 2°) 
offenbar 


ES P 8 
nn, n,'N,,,%,,,(mod.k), 


also 
in) = rn) an) rn, 
Pe 02700, 
daher ist y(n) wirklich eine unserer alten % Funktionen. 
Übrigens leisten die soeben mit 
EN EN n 


r+1? r+2 


bezeichneten Zahlen auch noch folgendes. Der Ausdruck 


a, ee 


N, r+2 


stellt alle zu % teilerfremden Zahlklassen und jede nur einmal dar, 
wenn &, +, ß unabhängig ihren Spielraum durchlaufen. Daß man 
überhaupt alle diese Klassen durch Potenzprodukte gewisser darstellen 
kann, wäre trivial, nämlich, wenn diese gewissen Klassen alle h Klas- 
sen sind. Aber die obige Darstellung ist bei Beschränkung der Ex- 
ponenten auf je ein bestimmtes Intervall eindeutig. 
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s 101. 
Einteilung der Charaktere in drei Klassen. 


Es gibt also zu % ein ganz bestimmtes System von h Charakteren. 
Man teilt nun diese % zahlentheoretischen Funktionen in drei Klassen 
ein, von denen für alle % mit Ausnahme von 1, 2, 3,4, 6, 8, 12, 24 jeden- 
falls alle drei vorhanden sind, während für k=3, k = 4,k=6,k=8, 
k=12 und k= 24 die dritte fehlt und in den trivialen Fällen ; — 1, 
= 2 nur die erste vorhanden ist. 

1. Die erste Klasse wird vom „Hauptcharakter“ y,(n) allein ge- 
bildet, der stets OÖ oder 1 ist. 

2. Die zweite Klasse wird von denjenigen Charakteren gebildet, 
welche für jedes n reell (also = 0, +1) sind, aber nicht stets — 0 
oder +1. Mit anderen Worten: es sind die vom Hauptcharakter ver- 
schiedenen reellen (d. h. durchweg reellen) Charaktere Für sie ist 
eben die Auswahl der Einheitswurzeln 


on, .., g'r, 0 0.5 
so zu treffen, daß dieselben reell, d.h. —+1 und nicht alle +1 
sind. Mit anderen Worten, es muß 

a,—=0 oder : p(p}), 

a,=0 oder Ip(pr), 

a=( oder 1, 

b=(0 oder 49(2%) 


sein, wobei nicht stets der Wert 0 gewählt ist. 


3. Die dritte Klasse wird von den „komplexen“ Charakteren ge- 


bildet; darunter werden diejenigen verstanden, welche nicht durchweg 


reell sind, d. h. für mindestens ein » (also für mindestens eine Rest- 
klasse) nicht reell sind. Diese komplexen Charaktere lassen sich paar- 


weise einander durch folgende Bemerkung zuordnen. Wird für einen 
komplexen Charakter ; 
1,(n) = u,(n) + iv, (n) 


gesetzt, wo u,(n) der reelle Bestandteil ist, so ist offenbar für en. 


'ewisses anderes x 
gewisses anderes x dr (n) — u,(n) TE iv,(n), 


d. h. der Charakter y,(n) durchweg konjugiert zu y,(n). Es sei näm- 


lich für das n mit dem Indexsystem 4, 


Kx (n) Sa Ka, „day, Ar3 a, b) (n) 


— oma Re 0°? - 
1 r+2 


Es 
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# entspreche also dem System a,, ---, db. Alsdann werde 
m Be u ES EL A 7 a 
= 


) für, —=(, 
\ 15 —q für a =], 
Hd 
0 für a —=(, 
[= für 1<d< 49) -1, 
0 für d=0 


gesetzt. Da zu einer Hinheitswurzel o die Zahl 0”! konjugiert und 
hier 
20a < p (pP) —1, 


Bo, frO<b<ipß)—1 
ist, so ist 
b’P 


‚ Lie, Au .,»,(R) ee 0" er 0.19 
wirklich für alle zu % teilerfremden » der Zahl 
EEE U ER 


konjugiert, und für die anderen » sind ja beide Funktionen O, also 
gewiß konjugiert komplex. 

Diese zwei Funktionen x,(n) und y,(n) eines solchen Paares sind 
verschieden, weil nach Voraussetzung y,(n) (als Charakter dritter Art) 
für mindestens ein » nicht reell, also verschieden von seinem kon- 
jugiert komplexen Wert ist. 

Daß die Funktion 

u,(n) — iv,(n) 


u,(n) + iv,(n) 
ein Charakter ist, ergibt sich übrigens auch daraus, daß sie den Sätzen 
1 und 2 des $ 100 genügt, für (», k)>1 Null und für »n=1 nicht 
Null ist. 

Wenn y(n) ein Charakter ist, so verstehe ich allgemein unter 
x(n) den konjugierten Charakter. Für Charaktere erster und zweiter 


Art ıst eben ä 
a) = ln). 


Daß in den von 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 verschiedenen Fällen 
alle drei Klassen vorhanden sind (wie am Anfang dieses Paragraphen 


zugleich mit 
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angekündigt wurde), ergibt sich so: Die dritte Klasse ist vorhanden, 
sobald bei einer in % aufgehenden Primzahlpotenz p/ 


ye)=-P'p—1)>2 
oder für das in k aufgehende 2/ 
30a) 29>2 
ist. Wenn die dritte Klasse fehlt, darf also von Primzahlen nur vor- 
kommen: 3 und zwar höchstens einmal, ferner 2 und zwar höchstens 
dreimal. Die Zahlen 2? 3°, wo O<A<3, 0<A’<I1 ist, ergeben 
die obigen Ausnahmefälle. 





Dreiundzwanzigstes Kapitel. 


Die Dirichletschen Reihen 2;(s). 


Ss 102. 
Definition und Konvergenzbereich. 


Ich betrachte nun für reelle s > 1, den h Charakteren entsprechend, 
die A unendlichen Reihen 


< x, 
(Ü) LK) Dr 
n=1l 


Wegen | 








ist jede dieser Reihen für s> 1 konvergent. 
Die Reihen (1) unterscheide ich je nach den zu ihrer Bildung 
benutzten Charakteren in Reihen erster, zweiter und dritter Art. | 
Die Reihe erster Art ist | 


xo z 1 
L,(s) - > m? 


el 


PET Er Ve NEE N .) 


wo das Zeichen 3’ bezeichnet, daß nur die zu % teilerfremden » auf- 
zunehmen sind. Sie ist für s—1 offenbar divergent, da bereits die 
Partialreihe (die den n= 1 (mod. %) entspricht) F 


EN EL A a a 


1 1 | 
ua 2k+1 a 
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beziehlich nicht kleinere Glieder hat als die divergente Reihe 
1 1 H 
Messe. 
welche durch Multiplikation aller Glieder der divergenten harmonischen 


Reihe mit - entsteht. 


Aus der Divergenz von 


L 


W 
wi 


folgt leicht, daß, wenn s von rechts an 1 heranrückt, die Funktion 
(reellen Argumentes) L,(s) über alle Grenzen wächst. Denn wenn 
ein 9> 0 gegeben ist, gibt es ein x, so dab 


r 


ıst. Da nun 


nl 


ist, so gibt es ein = e(y), so daß für alle s zwischen 1 (exkl.) und 


1+ 8 (exkl.) 


DD 
m 9; 
Nzeil nt 
folglich 
x 
ad 
I 
= 


ist. Für jene s folgt a fortiori 


> 9 


d. h. Z,(s) wächst mit zu 1 abnehmendem s über alle Grenzen. 
Für die Reihen zweiter und dritter Art gilt nun der 
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Satz: Falls «=2, ---,h ist, ist die Reihe 


— 4,0%) 
Lo 


n=1 
für alle s> 0 konvergent, ist dort stetig und differentiier- 
bar und darf dort gliedweise differentiiert werden; ferner ist 
L;(s) für s>0 stetig. 
Hierbei handelt es sich im Falle einer Reihe dritter Art um eine 
komplexe Funktion der reellen Variablen s; d. h., wenn 


1.0) = u,(n) + iv,(n), 
Ser - 0,0), 


RZ | 


x vn _Y er: 
2 7.0 


gesetzt wird, so zerfällt die Behauptung 


(2) Lu) De 


| 


in die beiden % 


(3) U (s) 2 = Dat 


N 
n=1 


und 2 
A va. > 12,m) logn 
( ) : ($) E n® ’ 


und es wird ferner — alles für s>0 — die Stetigkeit der beiden 
reellen Funktionen U,(s) und V;(s) behauptet. Es handelt sich eben 
hier um Dirichletsche Reihen mit komplexen Koeffizienten und vor- 
läufig noch reeller Variabeln. 

Beweis: Für s—= 0 ist die Reihe Z,(s) gewiß divergent, da das 
allgemeine Glied y,(») nicht den Limes O0 hat. Es ist jedoch 


x 


I) = 00) 


da nach dem Satz 3 des $ 100 die Summe von je i konsekutiven f 


Gliedern y,(n) verschwindet. Folglich ist 


Du.) = 00) 


ee 
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und 


Dr, RUE), 


Nach $$ 29—30 sind also die Reihen U,(s) und V_(s) für s > 0 konver- 
gent und stetige Funktionen; die Reihe Z,(s) ist also ebenda kon- 
vergent und stetig. 

Nach den allgemeinen Eigenschaften Dirichletscher Reihen in 
$ 30 sind ferner U,(s) und V,(s) für s>0O vorhanden, durch die 
Gleichungen (3) und (4) darstellbar und stetig. Folglich gilt (2) für 
s>0, und L;(s) ist dort stetig. 

Damit ist der Satz bewiesen; er liefert insbesondere bei zu 1 ab- 
nehmendem 5 


x 4.) 
(5) aa L,(s) 72 z 


x 


> 4, m)logn 
(6) BEI I ren 


n=l 





$ 103. 
Die grundlegende Identität. 
Analog zu &(s) lassen sich die ZL,(s) («=1, ---, h) durch un- 


endliche Produkte darstellen. Ich behaupte den 
Satz: Für s>1 ıst 


' 
L,(s) = Es; AO 


$ 


p 





Beweis: Es ist für komplexe «, wenn |u <1 ist, 


IR, We 
a a ar En Marz : 

also für s>1, da 
4,8) 


Ss 
er De fe 











ist, 





1) Für Reihen zweiter Art ist einfach 
v, (n) — 0, 
RO 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 27 
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1 >> (x,@))" 
Zw ms 
— Be m=i is 
r 
S x,e) 
>z p" gs 
n=l 
1] 1 II > ARE. 
ER a " Femscse 
p=x _ u PSz m=1 P 
p 


Das Produkt endlich vieler absolut konvergenter Reihen darf beliebig 
geordnet werden; wegen 
Kun) X,(n) = x,.(nn) 
ist also 
ER 1 2, m) 
ERSHETT BEIN; 


»Sse mel n= 


wo n alle Zahlen durchläuft, deren Primfaktoren sämtlich <z sind. 

















Nun ıst 
Se k, Sa BIS x An BR I 
, „nal ZN: n=x+1 
folglich 
IR® > 1,0) SUR X, wi 
PZa2u'] PRn, n=c+L1l 
P. 
| z 
| 1 > 2m) | 1 
| — me ii | ee 
$ 3 
p<® x,(P) n=]1 & | Keeifi 
| p 
x 
lim ee > MN 
LT 1 = P) = n 
p 
1 
— RER 
II 4,(®) (8) 
De je 


Dieser Satz lehrt u. a, daß für s>1 
L,() +0 


ist. Das ist nur für <=1 trivial. 


u ee ER 
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Ich bemerke ausdrücklich, daß auch für Reihen zweiter und 
dritter Art die Konvergenz des Produktes 


Il ER 


hier nur für s> 1 behauptet und bewiesen ist. Für s=1 läßt sie 
sich noch beweisen!); ob sie für irgend ein s<1 vorhanden ist, läßt 
sich beim heutigen Stande der Wissenschaft nicht in Bezug auf einen 
einzigen Wert von %k sagen. 

Satz: Für s>1 ıst 





1 2% (p) 
>> ee EZ 


1.9" 
Beweis: Die Doppelreihe im Exponenten ist jedenfalls wegen 


(p”") | 1 1 


ms 


Im = mp 





für s>1 absolut konvergent. Mit Rücksicht auf die für 'u|<1 
(wo u komplex ist) gültige Identität 








N um 
1 u m 
BE Be 1 
1— u 
ıst also 
1 0%) x x 1 73 (pr) 
m pms | Fa Dr pms 
ee" ee p m=1l 
a Be = 
> m p 
Brei 
=] e 
D 
1 
p’ 
ehr 


Wenn man die Doppelreihe im Exponenten als Dirichletsche 
Reihe anordnet, ist 


oo 


De -) Hin) 
m De 5; N? ’ 


p,m n=1l 





1) Vgl. $ 109. 


1%) 
1 
*% 
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AD, 
LM) 
Hay für n—=p", m>]1, 


Hin)=0 sonst 
ist. Aus 


folgt für s>1 


H(n) 


e a H(n) log n 
L,(s)=-— e >, 
n=1 


N 





Oh Dielen 
, | 





L,() n” 
3 #,(2") log» 
( 1 ) ar 3 p" $ j) 
p,m 


bei willkürlicher Anordnung der Glieder. 

I sei nun eine beliebige zu % teilerfremde positive Zahl; das Ziel 
dieses ganzen und des nächsten Kapitels ist, nachzuweisen, daß in der 
Reihe ky+1!(y= 0,1, ---) unendlich viele Primzahlen enthalten sind. 
Dabei ist es keine Einschränkung der Allgemeinheit, | 

a | 4 
anzunehmen. 
b werde so bestimmt, daß 


bl=1 (mod.k) 


ist, und es werde die Gleichung (1), wos >1 angenommen wird, für 
jedes x mit y,(b) multipliziert; alsdann addiere man diese h Gleichun- 
gen. Das gibt 


h ; h Te 
2.0) a - —- yb) > = == 


»=1 p,m 


a a rn en 





h 

= — logp m r 

(2) Den 21.00 ) { 
p,m “= : 

Nun ist nach Satz 4 des Ss 100 j 
h d 

1.) ; 
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dann und nur dann von Null verschieden, und alsdann = h, wenn 
n = 1 (mod. k) 
ist. Also ist nach (2) fürs >1 


h 
Br DIRT 1 


p,m 


log p EDER e "log p 

IE + 2; | 92 er 

wo p in der en Summe alle etwa vorhandenen Primzahlen durch- 
läuft, für welche pb=1 (mod. k) ist, d. h. welche =! (mod. %k) sind, 
--, in der mten Summe alle etwa vorhandenen Primzahlen, für welche 

p"b=1 (mod.k), d. h. p"=1!(mod.k) ist. Ob es solche Primzahlen 
gibt, bleibt vorläufig dahingestellt. Daß die erste Summe unendlich 
viele Glieder enthält, ist gerade die Behauptung, zu deren Nachweis 
die Grundformel (3) den Schlüssel liefert. Ich schreibe (3) mit Rück- 











icht auf 
sıcht au 4,(d) 4 an 1,4) 

-1 
kurz so: 
\ ı 4,0 Dr 
4 SEO, Sogn 
2 = „0 L,6 oe FE 


das bedeutet eben, daß p, m alle positiven ganzen Wertepaare durch- 
laufen, für welche p Primzahl und 


p"=1 (mod.k) 


Ehe ich diese Formel (4) mit Erfolg verwerten kann, muß ich 
weit ausholen. Es handelt sich darum, das Material zu een, um 
das Verhalten der linken Seite von (4) für zu 1 abnehmendes s zu 
übersehen. 

. Im $ 104 werde ich beweisen, daß das erste Glied der linken 
Seite von (4), nämlich 


ist. 


i LO) __H%@ 

nr ud LEO) a LS)’ 
dabei ins Unendliche wächst. Im $ 105 werde ich zeigen, daß die den 
Charakteren dritter Art entsprechenden Glieder für s= 1 einen end- 
lichen Grenzwert haben. Nach den Formeln (5) und (6) des $ 102 


ist es hierfür hinreichend, 


— 4, 
(5) Dr 


RL 
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zu zeigen. Im $ 106 werde ich dasselbe für die Reihen beweisen, die 
den Charakteren zweiter Art entsprechen. Dieser Nachweis von (5) für 
reelle Charaktere ist die Hauptschwierigkeit des ganzen Beweises des 
Satzes von der arithmetischen Progression. Mit den Resultaten der 
ss 104—106 ist festgestellt, daß 


h 


ı 2,8 
= er 1,0 tr 


ist, also nach (4) 


N log p 
oO 
lim EL + x. 
4 1 m => 1 
Da nun 
> log p 
Di Ss 
pt —]/ 1 


mZ2 


eine für s> 5 konvergente Dirichletsche Reihe ist, also für s-1 
einen endlichen Grenzwert besitzt, steht nunmehr fest: 


lo 
Bu na = + 00; 
s= 


das beweist aber, daß die Reihe 
Der 
p° 

p=l 


unendlich viele Glieder enthält, das heißt: 
Es gibt unendlich viele Primzahlen in der arithmetischen 
Progression ky +1. 








Vierundzwanzigstes Kapitel. 


Beweis des Satzes vom Vorhandensein unendlich vieler Prim- 
zahlen in der arithmetischen Progression. 


Ss 104. 
Diskussion von au) 
L,(s) 


Nach der Identität (1) in $ 103 ist für s>1 


RO De 
u: (8) Mes , 


Pp,nı 


ä : L{ (s) 
$ 104. Diskussion von —— . > 











wo 9 alle nicht in %k aufgehenden Primzahlen durchläuft. Es ist also 


= uorr 2 Fe logp 
L, (8) eo) 2 


p,m 
p|k 


= Sn pab 
ee, P"—1’ 


p|k 








== 1 
Ph era p 
=T I ( :) 
ne P 
p’ p|k 
-:Q] [1 - z) 
pk 
folgt. Die endliche Summe 
Sr log p 
2° — 1 
p|k 


nähert sich für s= 1 dem Grenzwert 





logp . 
Ra 
pik 
er wird unendlich, wie wir schon aus $ 34 wissen; daher ist 





Iim (+ 


1 BELEN 
Bel ro), maus 
Es ist für das Folgende erforderlich, die Tatsache des Unendlich- 
werdens von L,(s) für s= 1 noch zu verschärfen. 
Satz: Es ist für zu 1 abnehmendes s 


lim (1) =}: 
a8 





Übrigens würde es für den Beweis des Satzes von der arithme- 
tischen Progression genügen, zu konstatieren, dab 
lim sup (s — 1)L,(s) 
endlich ist. at 
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Beweis: Es ıst 
1 
6-)L9- 6-20: I-5) 
p|k 


also 


lim (s — 1) Z, (6) = lim (s - 1)609)- im] [(& -) 


TI} 


p|k 


s 105. 
Das Nichtverschwinden der komplexen Reihen für s=1. 


Satz: Für jede Reihe dritter Art ist 


L.)- Du” 
n=ıl 


+0. 


Beweis: Es werde die dem konjugierten Charakter entsprechende 
Reihe mit L,(s) bezeichnet. Wird 


1,(n) = u(n) + iv(n), 


DE un) _ Rh 


n=1i 


Sr ® ) Er V(s) 


n=i 


4,(R) = un) — iv(n), 
L,(s) = U(s) + iV (9), 
L;(s) = U(s) — iV (8). 
Da U(s) und V(s) im Punkte 1 differentiierbar sind, so ist, 
wie sich durch Zusammensetzung der beiden Gleichungen 


>=4 un) Di un) 


lim” ee ln 


si 


gesetzt, so ist 





2“ 
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und 


I - DI 


lim = V’(1) 


ee 





ergibt, 





s—1l 


lim = Zul) _ 771) 
s=1 


vorhanden, ebenso 





L,(s) — L;(1 ; 
et ) — 14(1). 


lım 
Sl 


Gesetzt nun, es sei 


L,1)=9; 
dann wäre 
ul) F= 0, 
L,1) = 0; 
die beiden Grenzwerte 
lim = _ 1,1) 
und 
RE, ARE 
lim N _ a) 


wären also vorhanden. 
Das Produkt 
L;(s)L,(s) : L,(8), 

in welchem jeder Faktor für s= 1 einen Limes hat, enthielte also 
mindestens zwei Faktoren, deren Quotient durch s— 1 einen Limes 
hat. Also existierte 

Za(S): Ly(8) 

im a. 





Da ferner nach $ 104 
| lim (s — 1)L, (s) 
s=1 
existiert, SO wäre wegen 
B L,( 
L9L9- LO) =-6-1)-.6- DL 


L 2 - -L & 8) 





lim L, (s)L(s)---ZL,)=0-lm(s— 1)L (s)- kim 
31 31 s= 
=) 
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Nun ist aber nach dem zweiten Satz des $ 103 für s>1 und 
=1,:...,h | 


& mM 
7, ) 





ß p,m np" $ 
Lfs)>.e 5 
also fürs>1 


1) 6) = LO 


h 
1 A m 
a 
p,m »=1 R 
a ; 
folglich ist, da die innere Summe dann und nur dann von Null ver- 
schieden, und zwar = h ist, wenn 
p" = 1(mod. k) 
1 
BR han 
(1) L6) L(@)=e 
ie 
— 1: 


ist, das Produkt 


kann also nicht für s= 1 den Limes Null haben. 
Damit ist der Satz bewiesen. 


Die bei dieser Gelegenheit bewiesene Identität (1), die übrigens 


mit dem Spezialfall!=1 der Identität (4) aus $ 103 völlig gleichwertig 
ist, zeigt, da im Exponenten rechts jedes Glied mit abnehmendem s 
zunimmt, daß in Wahrheit entweder 


lim Z, (8) ---L,()= + © 
s=1 


ist, oder daß ein endlicher, positiver Grenzwert 
lim Z,(s) - -- L,(s) 
s=1 


vorhanden ist. 


S 106. 
Das Nichtverschwinden der reellen Reihen für s—=]|1. 


Für Reihen zweiter Art folst aus der zuletzt hervorgehobenen 
Tatsache gar nichts; denn im Falle 


LED 


$ 106. Das Nichtwerschwinden der reellen Reihen für s=1. 497 








bei einer Reihe zweiter Art hat man keine andere Reihe, deren Ver- 
schwinden daraus folgen würde, und aus der Existenz von 


lim I, ($)L,() -- - Z,(8) = lim(s — 12, (9) 
s=1 s=1 = 





$ 

folgt kein Widerspruch; es ergibt sich bloß, daß von der Alternative 
am Schluß des $ 105 der zweite Fall eintreten würde. 

Ich werde nunmehr zwei bis zu einer gewissen Stelle gemein- 
sam verlaufende Beweisanordnungen für den Satz angeben: 

Satz: Wenn y(n) ein reeller, vom Hauptcharakter ver- 
schiedener Charakter ist, ist 

ne Su6) 


Be 
| 


+0. 
Beweise: Es wird nur benutzt, daß y(n) eine zahlentheoretische 
Funktion ist, welche folgende 4 Bedingungen erfüllt: 
1. Wenn n zu % teilerfremd ist, ist 


| ın)=-+1. 
2. Wenn n mit k einen gemeinsamen Teiler hat, ıst 
an) =d. 
3. Es ist 
zian) = ln) m). 
4. Es ist 


=) er 0, 


wenn n ein vollständiges Restsystem modulo A durchläuft. 
Aus 1. und 3. folgt 


Ad) =), 
1)=1. 


Es werde nun zur Abkürzung die von y(n) abhängige zahlen- 
theoretische Funktion 
Dr) 


d|n 
mit f(n) bezeichnet. Wenn » und #’ teilerfremd sind, ist offenbar 
fnn) = fin)f(n‘). 


Denn alle Teiler von nn’ entstehen, indem unabhängig je ein Teiler 
d und d’ von n und n’ miteinander multipliziert werden, so daß also 
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f{nn‘) =Zrdd) 
d’|\n’ 


= x(d)x(d‘) 
d|n' 


= Sl) Ira) 


d’\n' 


= f(n)f(m) 


ist. 
Also ist für | ; : 
% == DE; we PR, 


wo P4,°*',P, die verschiedenen in » aufgehenden Primzahlen sind 
(die Primzahl 2 bei geradem n mit dazu gerechnet), 


() fo) = fp3)-- - fipie). 


Ein solcher Faktor f(p*) läßt sich leicht nach der Definition von 
f(n) explizit darstellen. Es ist nach Definition zunächst 


fe)=- dd +ı@) +: +20). 
1) Wenn nun x(p) =1 ist, ist 
f@)=-1+1+-...+1 
=i+1. 
2) Wenn x(p)=—1 ist, ist 
fo)=-1-1+1- 14.20 ze 
f(p) =1 für gerades A, 
f(p‘) = 0 für ungerades 4. 
3) Wenn y(p) = 0 ist, ist 
fP)=1+0+-.:.+0 


also 


=, 
Daraus folgt, daß in allen Fällen 
fe) 20, 
also nach (1) in allen Fällen 
(2) fin) > 0 
ist. Zugleich ergibt sich, daß für alle quadratischen » 
8) fn)>1 


ist; denn dann ist ja jedes A gerade, so daß für kein »* der. zweite 
Unterfall von 2) eintreten kann, in welchem allein f(p*) verschwindet. 
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Andererseits folgt aus der Bigenschaft 4. von y(n), daß 
NND 


für jedes & der Ungleichung 
(4) S@)|<k 
genügt”. Daher ist für ganze > 1 














> bie > Sn) — Er ze 
Dam) - 0 
x \ ; 
2 S26- nt: 
2k 


(5) -.. 
Von hier an schlage ich zwei verschiedene Wege ein, die beide 


zum Ziel führen. 
I. Aus (4) folgt für ganze «>1 
DI nn) = In(Sm) — Sm — D) 
n=1 ze! 


x—1 
= I’ S(n)n—-n+1D)+xSI(«) 
| 


xz—1 
ni 
Ar | x—1 
Inrb) < Ih 4 ke 
n=1 n=\1l 
(6) ST2KR: 


Es werde aus f(n) eine neue zahlentheoretische” Funktion g(») 
durch die Gleichung definiert: 


00) = 2m )f) 
= 2(n—- 1)f 1) +2m—-2)f@2) +: +2(n—n)fin). 


1) Natürlich ist sogar 


MrRR ke 
Br 


2) Es ist unnötig, g(n) für nicht ganze n zu betrachten. 
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Es ist nach (2) und (3) 
Vr 


sin) > I 2(n—)-1 


also von einer gewissen Stelle an 
(7) g(n) > inyn. 
Andererseits ist für alle n>1 
9(n) = 22(n—-v) Ir(d) 

Jon! d|v 

—= >2(n — cd)xy(d), 

casn 
wo c, d alle Paare positiver ganzer Zahlen durchlaufen, deren Pro- 
dukt <n ist. Diese Paare zähle ich folgendermaßen ab. Erstens 

1 

durchlaufe ce die Werte 1, 2, ---, [n?] und d für jedes ce die Werte 
12,02: =]; zweitens sei d=1, 2, ---, [n°] und entsprechend 


c-1,2,..,| "|; drittens sind die — bisher doppelt berück- 


sichtigten — Paare in Abrechnung zu bringen, für welche zugleich 
Be [n®] und d<[»°] ist. Hierdurch u sich 
yn) =, +2 Fe > 


wo 


IM 
| 
Ivy 


2(n — cd) y(d), 


d 
>, - =2 (n — cd) y(d), 


un ) en Ns 


1st. 
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Unter Benutzung von (4) und (6) erhält man 


a: : 
> Sl ,a = 2.Sara) 
1 a] 


= d= 


< I (2nk + 2c.2%| |) 


gl 


Ferner ist 


| 8 


N d 


| >= Sr) (en — 2cd) 


also, wenn 


gesetzt wird, wo 
<a =Hn,d)<1 
ist, 


2 
2- Iron) 
d=1 


- N (a (@ -n+a— 9%) 


2 2 2 
n® n® ns 
d 
=D _ Di yld) + x(d)dis — 9) 
= de d=i 


„3 
< Ln’ — na 2 + kr mn d, 
2 ol 


er] 
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also nach (5) 


2 <Ln?+n? —+kn+}t 1 ({n°]? + [n°]) 
1] ie 


<In tm er 5 + In FL + + nd) 


— 1Ln?4 Akn! 
Endlich ist nach (4) und (6) 
BE E38 


I, = 2n I1 Iy(a) —2 Se Say(a) 


> Zum] R) — 2 4([nP + [n']) 2R fm] 
> — 2knn? — (n® + n°) 2m’ 
— —6Kn®. 
Also ergibt sich für alle n>1 
ım)-3+3-3 
2 6kn® + Ln? + Akn® .. 6kn: 
= IM? -- 16Kn°: 
dies liefert in Verbindung mit (7), daß für alle hinreichend are n 
+n hr < Lnit 16Kn’, 


198 < In‘ + 16% | 
ist. Das ist aber im Falle 

” e 
unmöglich, da für alle »n > 3267% 

| | 10° > 16% 
ıst. Also ist TR, | 
was zu beweisen war. | 
Übrigens ergibt sich gleichzeitig sogar | 


L>'%0: | 
aber das ist nunmehr nichts Neues; denn für s>1 ist 
1 
T RR FR { 
-1 a | 
Sure i 
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so daß von vornherein aus Stetigkeitsgründen nur die Fälle 


L=0 
L>0 


und 


denkbar gewesen wären. 
II. Die zweite Beweisanordnung geht von (d) ab so weiter. Es 


sei x stetig veränderlich. Nach (4) ist 


Dr) - 00) 








nach (5) 3 
(a) 1 
= ek 
außerdem ist, da > 
zn) 
n? 
Neil: 
für s>0 konversgiert, 
— (n) / 
AN vn 
und # & 
rn) N SW— Sn —1) 
Sun Sana 





I) va 


NZX 


Rz) 


1 
SO 
(12) 
Ferner ist nach der allgemeinen Betrachtung von $ 27 


D’—=2y2+B+ 0(,;); 
- BT Vn &C 
wo B eine Konstante ist”. 


1) Dies folgt auch unmittelbar aus 


Va vn=i=yr(1-(1-2)') 








28 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 
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ieh. betrachte nun (an Stelle des g(n) des vorigen Beweises) die 


Funktion 


e fü 
G(a) Im. 


a 


Einerseits ist wegen (2) und (3) 


Vx 
1 
Kader 
22yr 
Vx 
1 
Ol 
also 
lim G (x) = 
Andererseits ist n 
1 
=D Zua 
n=1 dr 
2a) 
a Ved 
SEN 2, Sa 1 Gare 
—Vi< av E= yaıye =Vv— va 
I ı EM) Vz) a 
= N evazıy 
Be Sa q 
Ve Ve Dia (2 a + B)+ Saya 
leer X 2a 
= (5; ] z) +2V — +B.01)+ (7 sv) 
aa 


Daher ist 
lim (2LYx + Od) = & 


RER 
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was mit HER 
unverträglich wäre. 
Damit ist, wie schon am Schlusse des $ 103 ausgeführt worden 


ist, der Satz von der arithmetischen nen bewiesen, und sogar 


ran mehr, nämlich 
A 1 
lim > zer = 1 00, 
| pP 


»zl 


> logp 
p 


= 


also die Divergenz von 


Dies ist etwas mehr; denn mit dem Vorhandensein unendlich vieler 
Primzahlen in der Progression wäre es verträglich, daß 


logp 
De, 


PL 
konvergiert. 





Fünfundzwanzigstes Kapitel. 


Zusätze und Folgerungen. 


s 107. 
Darstellung von ZL,(1) in geschlossener Form. 


Es ist nicht uninteressant festzustellen, daß für jeden Charakter 
zweiter oder dritter Art die Zahl 


Mur]: 


sich in geschlossener Form darstellen läßt, d. h. aus klassischen Kon- 
stanten und elementaren Funktionen in endlicher Kombination; allerdings 
läßt sich diesem Ausdruck nicht einmal das Nichtverschwinden ansehen. 

Es ist nach dem Abelschen Stetigkeitssatze über Potenzreihen 
für zu 1 wachsendes & 





[o,) 


& 3 
1) „Wenn >73 konvergiert, so ist für zu 1 wachsendes x 
n=0 
x x 
L; > N [23 
mi 2 a6 2a q,; 
2=1n=0 n—0 
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— an) < un)" 
> na im I n 
n=l 


n=1i 











—= lim SErn)ur-tau 


z=10 n=1 
1 x 
& 
— / Iyln)ur-!au 
O.n=1 


© 
2 Dr Dwrrtigu 


DE m=0 


1% Yilze| 
- SO du 
ee 1 — u 


dies Integral einer rationalen Funktion mit Einheitswurzeln als Koef- 
fizienten liefert natürlich einen Ausdruck der behaupteten Art; es hat 
für uns kein Interesse, denselben aufzuschreiben. 


s 108. 
Elementarer Beweis des Satzes von der arithmetischen 
Progression für =1l und =k-—1. 


Für /=1 und!=k—1, d. h. bei jedem % für die Progressionen 
ky+l 


ky+(kk—1)=ky—1 


und 


läßt sich das Vorhandensein unendlich vieler Primzahlen ohne die 
Dirichletsche Methode der unendlichen Reihen nachweisen. 
Es müssen zunächst der Erledigung des Falles /=1 einige ganz 
einfache Hilfsbetrachtungen über die Wurzeln der Gleichung 
=] 


vorangeschickt werden. In diesem analytischen Werk mag ruhig mit 
den Wurzeln 


z=eh A=0,1,-...,k—1) 
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operiert werden; anderwärts wäre es von Interesse, das Transzendente 
vom Algebraischen zu trennen. Jede dieser Waren ist so beschaf- 
fen, daß unter ihren Potenzen 


el: 


zuerst die nte den Wert 1 hat, wo 1<n<k ist; dies » ist die 
kleinste positive Zahl, für welche 





kin, 
Den. 
Kr 1 
also 
k 
Rn” 
ist; daher ist 
k 
Nn= (kA) 
und jedenfalls 
/ | k. 


Natürlich ist umgekehrt für n|%k jede nte Einheitswurzel auch eine 
. kte Einheitswurzel. Im Falle A=1 (und überhaupt für %, A) =1) 
ist n—=%; d. h. mindestens eine Wurzel von 


X—1 





gehört zum Exponenten %. Wenn zum Exponenten » die Wurzeln 
&,, +, &, gehören und 


8) @5,) = F,@) 
gesetzt wird, ist offenbar 


#—1=JI/F«), 


n|k 


&—1= Fa) Ga), 


G@)=UF.® 
ne 
gesetzt ist. Die ganze Funktion ersten oder höheren Grades” F,(«) 
hat ganze rationale Koeffizienten, z. B. weil @,(x) das kleinste ge- 
meinsame Vielfache mit höchstem Koeffizienten 1 aller Funktionen 


N 


- also 


wo 


für n|k,n<k ist. 





1) Natürlich hat sie den Grad g(k). 
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Wenn x eine ganze Zahl und weder +1 noch — 1 ist, so sind 
veo 
SE F,(@) @,@) + 0 


F',(x) und G,(x) ganze, von Null verschiedene Zahlen. 
Hilfssatz 1: Wennn k,n<k(d.h.n ein echter Teiler von %) 
ist und x eine von +1 verschiedene ganze Zahl ist, geht 


k 
A : : A‘ 
jeder gemeinsame Teiler der beiden Zahlen | 
in k auf. 
Beweis: Wird 


gesetzt, so ist 
PR 1 % (y E 1)? —1 
ed Be Y 


Ye ()yr-t+ 3 +()y+a 
=d (mod. y— x" — 1), 


k 
x —1 n 
( We 1) 4 


RS 
® : „u 1) | k. 
PA 


Hilfssatz 2: Wenn & eine ganze, von +1 und — 1 ver- 
schiedene Zahl ist, so geht jeder gemeinsame Primfaktor 
von F,(x) und G,(&) in k auf. 


Beweis: Aus 





also 





» 6.@) = IF, @) 


n<k 
folgt für mindestens einen echten Teiler » von % 
pP | 1er (X); 
also 
p|e®"—1. 
Andererseits folgt aus 
p|F,(®) 
wegen 
F | Pe 
(8) | ae 1 ’ 
daß 
et 
P\ Zi 


2 
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ist; nach dem Hilfssatz 1 ist also 
pık, 
womit der Hilfssatz 2 bewiesen ist. 


Nunmehr ergibt sich folgender 
Beweis des Satzes von der arithmetischen Progression für = 1: 


Es sei ER 


gegeben. Aus dem Hilfssatz 2 folgt, daß für jedes durch % teilbare 
positive & 


® 


Ge 1 
ist; denn wegen 


F&)G@)=e#—1 
= — 1 (mod. k) 


enthält gewiß weder F,(x) noch @,(x) einen in % aufgehenden Prim- 
faktor. & werde nun als ein solches Multiplum von %k gewählt, dab 


zugleich 
5 F(x)+1 

und 
I | 

ist; das ist möglich, da jede der beiden Gleichungen 
| 

und 
EF&=-—1 


überhaupt nur endlich viele Wurzeln hat. Alsdann enthält F,(«) 
mindestens einen Primfaktor p; dieser teilt @,(x) nicht. D. h. für 
jeden echten Teiler » von % ist 


x" — 1 =# 0 (mod.p). 
x gehört also modulo p zum Exponenten %. Nach dem Fermatschen 
Satz ist daher 
kvr—1, 
p=1 (mod.k). 


Die Progression ky + 1 enthält also bei jedem gegebenen % min- 
destens eine Primzahl p. Wendet man dies auf die Progression 
ky+l=pky+1l (k=nk) 
an, so enthält diese eine Primzahl p‘, welche eo ipso von p verschie- 
den und auch =1 (mod.%k) ist. Nunmehr liefert 


kKy+l=ppky'+1 ("= pk) 
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eine neue. Primzahl = 1 (mod. k) und so fort. Daher gibt es unend- 
lich viele Primzahlen 


ky-+1. 

Dem elementaren Beweise des Satzes von der arithmetischen Pro- 
gression für 2=%k— 1 mögen auch mehrere Hilfssätze vorangeschickt 
werden. 

Hilfssatz 3: Es sei 

Da) =" +... +G, 
eine ganze ganzzahlige Funktion. Es möge die Gleichung 
O(z) = 0 


mindestens eine reelle Wurzel von ungerader Vielfachheit 
haben. Dann hat die Form ® unendlich viele Primteiler 


4y —1, 
d. h. für unendlich viele Primzahlen 
7=-7,11m00.% 
hat die Kongruenz 
D(z) = 0 (mod. p) 
eine ganzzahlige Lösung. 
Beweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit darf 
al, 
angenommen werden. Nach Voraussetzung ist P(x) für reelle © ne- 


gativer Werte fähig, also auch für rationale x. Es gibt daher ein Paar 


ganzer Zahlen r, R, wo 


R>0 


ist, derart, daß 

o(,)<o 

e < 
ist, also 
R"o(,,) = 0" +a fr" i4...+c,R 
u): 
Die ganze ganzzahlige Funktion von x 
Pix) = 09a" +0 Rat! 2... CR“ 

ist also für = r negativ: 


Dr) <O, 
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Wir führen noch die Funktion von & 


ee 2 
a ein 


—= He" + H,2""!+..: + H, 
ein, deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind und den Be- 
dingungen H,=o- Eny-! 
>d, 
H=-1 





genügen. 
Jeder Primteiler der Form H ist auch ein Primteiler der Form 
% (natürlich nicht notwendig für dasselbe x). Denn 


p| Ha) 
p\- Ha)Plr) = P- Pn)c-+r). 
Andererseits folgt aus 
B(zR) = @(&R)”" +cR(aky"t+--.+c,R" 
— RE ET... c,) 
= RO(x), 
daß jeder in R nicht aufgehende Primteiler der Form % auch Primteiler 


der Form ® ist. Denn aus 
%(x)=0 (mod.p), 


(D, R) u 


%R= x, (mod.p) 


liefert 


folgt, da x, gemäß 
bestimmbar ist, 
%(z,R) =0(mod.p), 
I” &(x,) = 0 (mod.p), 
D(x,) = 0 (mod.p). 
Daher sind alle Primteiler der Form A, welche nicht in R auf- 


gehen, Primteiler der Form ®. 
Nun ist für jedes ganzzahlige 7’ > 0 


H(4T) = H,(mod.47) 
= — 1(mod.47), 
also H(4T) durch eine Primzahl 4y—1 teilbar, da jede Zahl 4m —1 


mindestens eine solche Primzahl enthält. Die Form A enthält also 
unendlich viele Primteiler 4y — 1; denn, wenn die Existenz von 


Par Po 
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schon feststeht, nehme man 7 durch diese o Primzahlen teilbar an; 
dann enthält #(47) gewiß einen neuen Primfaktor 4y —1. 

Da nun nach dem ÖObigen alle Primteiler der Form H bis auf 
endlich viele auch Primteiler der Form ® sind, gibt es unendlich viele 
Primteiler 4y— 1 der Form ®, und der Hilfssatz 3 ist bewiesen. 

Es mögen nun für jedes positive ganzzahlige m zwei ganze 
ganzzahlige Funktionen U, (x) und V,(x) durch die Gleichung 


er" U) + 30 


erklärt werden, so daß 


(x —. v) — (x Es i) 
U,@)= P) 





? 





V_(x) = @+9" eh, 
m / 2% 
ist. Dann gelten folgende Sätze. 
Hilfssatz 4: Wenn m|g ist, ist jeder Primteiler der Form 
V„ ein Primteiler der Form V,, und zwar für dasselbe «. 
Beweis: Es ist, wenn 


q 
2=-d 
m 


gesetzt wird, 
U,&) + iv, (&) = (a + ii 
— ((@ + 9°) 
- (0,0 + Vo), 
also 


oO] I HIUAO 


folglich die Funktion V,(x) durch die Funktion V,,(&) teilbar und 


für jedes « die Zahl V,(x) ein Multiplum der Zahl ARE 
Hilfssatz 5: Wenn eine Primzahl 


p= — 1(mod.4) 
ist, so kann sie nicht für dasselbe x in U„(&) und V,,(x) auf- 


gehen. 
Beweis: Aus 


p U.) 

p V„(@) 

p(U, (2)? Er BR (©))?, 
p|(z? —_ 1% 

pa® +1, 


würde folgen: 
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was mit 
p= — 1(mod.4) 
unverträglich ist. 
Hilfssatz 6: Wenn eine Primzahl 


p=— 1(mod.4) 


so beschaffen ist, daß sie für dasselbe x in V, (x) und in 
V,@) 
k 


v.@ aufgeht, wo n ein echter Teiler von % ist, so ist 


pık. 
Beweis: Wenn 
27 
gesetzt wird, ist nach dem Obigen 
ar De \d-3(V 
rw AU.) — (5)(T, er GR La rs 


Aus den Voraussetzungen 


und 





folgt also 
pIAlD,@)'-. 
Nach dem Hilfssatz 5 ist wegen der Annahme 
p=— 1(mod.4) 
U,(&) # O (mod.p), 
also 
Pd, 
pik. 
Hilfssatz 7: Es sei die Primzahl 
—= — 1(mod.4). 
Dann ist für jedes & 
V,,1(€) = (mod. p). 
Beweis: Es ist 


R | 
N ee Er 
27 


V,4.(8) = 2 
ehe herr eh 
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also, da alle dazwischenliegenden Binomialkoeffizienten durch 9 teil- 
bar /sinda > | 
z 1 p-t1\ 
nu (PT )e-( ee ) (mod. 9) 


=p+D)#r— (p+1)a (mod. p) 
= —% (mod. p) 
=0 (mod. p). 
Hilfssatz 8: Es sei die Primzahl 
pP = — 1(imod. 4) 
so beschaffen, daß sie für ein bestimmtes x zwar in V,(«) 


aufgeht, aber in jedem V,.(&), wo n irgend ein echter Teiler 
von k ist, nicht aufgeht. Dann ist 

P=— 1(mod.k). 

Beweis: Es werde 
(+L,M)=n 
gesetzt. Dann ist 
n|k. 

Zwei positive ganze Zahlen u und v sind so bestimmbar, daß 


u(p + ))—-vk-n, 
n+vk=u(p+1) 


d. h. 
ist. Nun ist 
(FIVA Da) +4 V,,@) = (© + Dre + ip 
#22 (x + er 
u (x + :)-@+1) 


EIS, er U ,o+1(®) + U rn ®); 
(1) U,(%) V ,.(&) = V (2) U,,.(&) ker ee: 
Nach dem Hilfssatz 7 ist 
pP | N +1); 
nach dem Hilfssatz 4 infolgedessen 


2| Fkern®)- 
Pp|V,(&) 


p | Vu), 
U,,(&) = 0 (mod. p). 


Wegen der Voraussetzung 
ist nach Hilfssatz 4 


nach Hilfssatz 5 
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Aus (1) folgt daher 3 
| pP | V„) U,,(@), 

pP | a (X). 

Da dies nach Voraussetzung für keinen echten Teiler » von k zu- 
treffen soll, ist 


n=k, 
(p 32% k) =K, 
kıp-+l, 


p=— 1(mod.k), 

wie behauptet. 

Daraus ergibt sich folgender 

Beweis des Satzes von der arithmetischen Progression für 
I=k—1: Es bezeichne W,(x) das kleinste gemeinsame Vielfache 
der Funktionen V, (x) für alle echten Teiler » von %k, der Eindeutig- 
keit wegen dasjenige mit ganzzahligen teilerfremden Koeffizienten, 
von denen der höchste positiv ist. Es werde die ganze Funktion 
V,.(&) 


De we) 


betrachtet, wo die von OÖ verschiedene Konstante ce so bestimmt ist, 
daß ®(x) ganzzahlige Koeffizienten hat. Die Gleichung 











V„(@)— 0 
besagt 
ke Al I Gehe (x dl; 3% She 0, 
(2 E= )" #3 1 
et 
Daher hat die Gleichung 
EN, 
zu Wurzeln diejenigen x, welche durch 
cH+i 
SEN TER 
N a 
es 


bei primitiver kter Einheitswurzel o bestimmt sind; sie hat daher 
mindestens eine reelle einfache Wurzel (sogar nur solche)". Nach 
dem Hilfssatz 3 hat also die Form ® unendlich viele Primteiler 


p=—1(mod.4). 


1) Die genaue Anzahl ist p(k). 
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Diese sind, wenn » irgend einen echten Teiler von X bezeichnet, wegen 


Wa) _ Var) 
Dana rl 


bis auf endlich viele auch Teiler der Form = für dasselbe x. Nach 


dem Hilfssatz 6 können nur endlich viele dieser Primzahlen für das- 
selbe x in V,(#) aufgehen. Die Form V, besitzt also unendlich viele 
Primteiler p= — 1 (mod. 4), die für dasselbe x in keinem V,(x) auf- 
gehen. Diese Primzahlen » genügen nach Hilfssatz 8 sämtlich der 


Kongruenz De 
Daher gibt es unendlich viele Primzahlen 
ky—1. 


Offenbar liefern diese elementaren Methoden zwar das Vorhanden- 
sein von unendlich vielen Primzahlen %y + 1 und ky— 1, aber nicht 
die im vorigen Kapitel bewiesene Divergenz von 


log p 
De 


n=Nmodne 
und 
Ylogp 


ip 
p=—1(mod.k) 


Ss 109. 
Fr Se: 'x(»), 
Uber die Reihe I #1 
pvp 


Satz: Für jeden vom Hauptcharakter verschiedenen Cha- 
rakter modulo k konvergiert die Reihe 
2(P) 


pP 
pP 


Man muß sich vor folgender Begründung hüten, auf welche 
mancher Autor hereingefallen ist und die im Falle ihrer Berechtigung 
die ganze Primzahltheorie in wenige Schlüsse zusammenziehen würde, 
Für s>1 ist das zugehörige 





JS (29) 
nn ps 
e 0777 
Liste 
oo 

Sm), \)\y(p%) 

u tz BIT 
p m=2p 

=€ 


y' 


ee 
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D pP 








also sei wegen der Existenz von 


oo 


Im II. - I S120”) 
a mp’ mp" 


m= 2 m=2 m» 
BINEO 
2 p 


konvergent. In Wahrheit darf man natürlich nur schließen: Es ist 


= . L’(w) 
lım ip) — lim ir du 
u Dre Sue IXu) 


p,m 
L’(w) 
-/f Lu) au 
vorhanden, also der Grenzwert 


lım De 


Dal 


ae: 


konvergiert, diese Summe gleich jenem Grenzwert. 
Beweis: Es ist für s>1 


- L()= - 





und wegen 





vorhanden und, falls 


wa 
L(s) L(s), 











p" Ss 


Se (n) log n Nu "log pP u), 
Wu p,m n—4L 


d.h. nach dem Eindeutigkeitssatz (wie auch ohne Einführung der 
Dirichletschen Reihen direkt verifiziert werden kann) 


x 
BZ me 2 logp z(m) 
N gr pn 


DE a , 





x 


pn 
 Ju”)log zn) 
n ’ 


oe, N 





1) Er war für Reihen mit reellen Koeffizienten in $ 35 bewiesen und gilt 
infolgedessen auch für Reihen mit komplexen Koeffizienten. 
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b: 
also wegen x | 
(mn) 1 
de) 
n=l 
12) logn xp") logp log p p” 
>> er EN p" or ODE gr a 
m—ı1 ywm=z PIE 
—/J AA m a8 0(; zDlogp), | 
pi<x pN<x 
folglich wegen 
»(2) = O(8) 
N logn - I Et 1 0 (4%) 
rt eh, 
- LI (Dlogp ı DE er \ og) 
p=Zx Pi &3 
z(p)logp 
= DD BE 01) 
pS&2 , 
Nun ist 
— (n) log n 
> En od: 
ML 
also folgt 
DER _ 90) 
p<sx 
Wegen 4 
LEN 
ist daher 
(p) lo F 
See 00); | 
DEX 


folglich ist nach dem allgemeinen Reihensatz im $ 30 


7 


konvergent und natürlich genauer 
1(P) xp) \ 1 
DE 2 An 
DS% 
Insbesondere DENE al die Ber ei — 4) 
—3++— en ut+t3 
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Beer, BR 449 
p<x p=x 














Jetzt darf man weiterschließen: 


>22 — im >: (P) 
p Se p°® , 
pP p 











also wegen 
oo oo 
(PT) BR er ri (p"") 
2 — mp" a > mp" * 
— mz=& ) 
oo 
m m 
>) D’z2R) — 1im at, 
pp m=1 Ay 
oo 
ES 7 (p"") Er ( p) 
mp — ps 
ı=1 . 9 
— lim e”" 
N, 
— lim L(s) 
s=1 
—L (1), 
N, “ 
N 
} m 
2) = ] Je" 
p 
1 
Ss er, 
FW 
»p 


wie schon in $ 103 angekündigt war. 
Insbesondere (k = 4) ist also 
1 1 1 1 
Mk 1— 5 1+7 1+5 





1 1 1 1 
N en ae ee 


5. IT 
Be 
s 110. 
Über die Summen I — EDEN und I 
py=l pyz=i 
PSsTe ne 


Wir fanden im vorigen Paragraphen für jeden Nicht-Hauptcharakter 


log » 
De ET 0). 
p 


DEX 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 29 
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Nach $ 26 ist für den Hauptcharakter 


Dam logp ee ee 01) 


DEE 


— Gr + 0) 


Durch Multiplikation mit 6 und Addition über alle Charaktere 


(«=1,.-:, h) ergibt sich ES da für 
bl =1 (mod. k) 
1 ” 
AUGE 1.(b) 


ist 
h 


1 x,(p)logp 
> ei ER log » SCHE 


»=1 RER 


log p x,(P) 2 
Dr > a lose + 00), 


p=& 





Ser loe& + 0(1), 


nl 


PpZx 
vlogp 1 / 
Ds? — Yoga + 001) 
pl 
pP=ZX 
Ebenso folgt aus der im vorigen Paragraphen bewiesenen Relation 


4,(P) | 
= =4+ ee (Da 


p<a 
nebst der in $ 28 bewiesenen Formel 


DE — loglogx + B+ Are 


SE 


da letztere 


De — = logloge + A, +0 ( e 


p=x 


lehrt, 


>; 02: - eng + I, dr log) 


SIE „ loglog x +4+ Ole 


p=l 
p<x 








De 
I r 
: mr 


rue.’ ., nk 


$ 111. Über die Unbestimmtheitsgrenzen von en und ...; ; 


451 











Sechsundzwanzigstes Kapitel. 


Über die Anzahl der Primzahlen bis x in der Progression. 


ART, 


Über die Unbestimmtheitsgrenzen von 


9(&) =-Zlogp 
p=l 


P=S% 


Es werde 


und 


9(&) nd I(x)logx, 
4% 7% 


gesetzt; II(x) ist also die Anzahl der Primzahlen bis & in der Pro- 


gression, ©(x) die Summe ihrer Logarithmen. 
Aus der Identität (4) des $ 103 
h 


; log 
ne ni Bi 2 N >y) Zur 


folgt, da wegen 





Era Me UIEUNSILIOED 
L, (8) &(8) DER net 
L,) 
Au (s— 1) er 1 
und wegen | 
] aus +0 (# vs 2, 
:füre=2,...,h 
im) N el 
L, u L,() 
ist, S 
gp 1 
im = Der u 
pr] 
logp 1 
an (s—]1) >, a 
= 
Daher ist nach dem zweiten Satz des $ 31 
Immer 
lım sup a = e : 


2y* 
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also Me 
lım 


=»x0 


: 1 
entweder nicht vorhanden oder = we 


Außerdem ist natürlich wegen 
02) < 8a) 
lim sup 52 00, 
Ferner sieht man wörtlich wie in $ 19 durch die damalige par- 
tielle Summation, bei der ja die Definition der Zahlen p nicht be- 
nutzt wurde, daß 











Iw)lgz _@) _ 0 (4) 
% at: 
ist; daher ist a ze 
lim inf 29. — Jim inf 2 7 
BE== 68 RC L 
log x 
Ida) _ 9(&) 
a a 
logx 
FI; II 1 Ä 11 
lım ınf @) <-- <limsup Beer Zur 
2 ==00 rs nF h Fr x=x BE 
log x log x 
SB MIR 


Benutzung einer anderen Identität. 


Dies Ergebnis, daß die Unbestimmtheitsgrenzen von 
IIl(x)log x 
x 
den Wert 2 einschließen, folgt auch direkt aus der für s>1 gültigen 
Identität H 


h 
1 1 x,@") 
2,0 log L,(s) = 32 u mp" 


»=17 = p,m 


E 
N 


pm=] 
wo logZ,(s) die eindeutig definierte Reihe 


2,P) 
8} 
mp» 
p,m 1 


en 


$ 113. Beweis, daß für k = 4 die untere Unbestimmtheitsgrenze positiv ist. 453 

















bezeichnet. Denn für <=2,-:--,h existiert bei zu 1 abnehmendem s 


u log L,(s) -fz FAR, L 


rl] ist nach 8 36 

















m lm 
s=1 ]Jog s=1 Jog_ 
—=1, 
so daß 
Di 
mp" 
im Pre e rt 
1 2 
a) 
8, 1 
> 
p* 
& = 1 
Im en 
1 h 





SH. er 
log Ay 


ist, woraus die Behauptung nach dem dritten Satz des $ 31 folgt. 


gar lo. 
5 
Beweis, daß für «= +# die untere Unbestimmtheitsgrenze 
positiv ist. 
Aus $ 18 ist erinnerlich, daß der Nachweis von 


Se 


lım inf 


Tt=x 


ganz besondere Kunstgriffe erforderte. Analog zu damals soll 
wenigstens für k=4 (in den beiden Fällen {=1 und !=35) hier 
der entsprechende Nachweis von 


lim inf 29 > 0, 


d.h. von 
u wo > 0 
ee. 


geführt werden. 
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# 
u 
Um die Fälle 4y+1 und 4y+3 zu unterscheiden (welche 
gleichzeitig behandelt werden müssen), werde gesetzt: j) 
Ilogp = 9,(@), | 
Je! E 
fer 
ZSlogp = 9,(@), | 
v<: ! 
ferner 1 
‚Zlosp = 0) + &) | 
a, | 
ZaV2)- De) ) 
| ’ 
und 
oly«) +39, Va) = al) + (0.2) + (Ya) FeiVe) 
+(@ 9, (Vx) +®, »(V%)) En 
N (&), 
Yo, 3 Ya) - 9,(&)+ ® (Vz) 2: 
el 
- Wa); 
dann sind die beiden Behauptungen wegen 
ra) 9) +0), ö 
P,(x) = 9,(&) + 0(&) : 
mit R 
lim inf we >; } 
= 3 
lim inf 9 > 0 
identisch. ie | 


Die Definitionsgleichungen ergeben, wenn y(») den Nicht-Haupt- 
charakter modulo 4 Bern 


Dr(p")logp = 2:0) logp + >x(p?) logp a. 


pP" za p<sVx 
(0, (2) — 9,(@)) + (9, (Vx) + 9,(Vx)) + (0, (Vz) — @,(Vx)) + 
(9, @) — 9) +2(Vx) +(0, (Vz) — 9,(Yr))+RYR) + :-- 
-(0,@ +9, V2) +: )— (9a) + 9,(Y2) +) + D(Ya) 
Be). 


$ 113. Beweis, daß für k = 4 die untere Unbestimmtheitsgrenze positiv ist. Ad 











Aus der Relation (vgl. $ 109) 


S1z)logn _ STz(0”) log p 1400) 
B> n° => RE / ms 
n=1 pm n=1 
folet 
Dr@)logn = Ir) Iyam)logr 


pm = Br 
N 


€ x x 
21 (R) ((5) zus (2) 
Offenbar ist für x > 1, wenn y die größte ungerade Zahl < x ist, 


Dr n)logn, = |logl —-log3 +logd5 — -:-+logy| 
n=1 


< logy 
<log«, 
also £ 
- lege <Iy () — %, ()) = logr. 
7 1 N N” FRE 
Da #, (2) und P,(x) mit wachsenden x niemals abnehmen, ist 
DJS UD)-BG)+ rl) 
i x 
N; (n) P, (5) 
2 x = x X 
we (n) P, () +2 (n) (®, (7) ar (2)) 
(1) > (0) — %, (3) loge 
und ebenso 
(2) B,(0) > #(e) — %, (5) log. 


. Da offenbar, wenn »(x) die alte Bedeutung hat, 
DV, (0) + %,(@) nn 9,(V«) > 9,(y x) 
g= ge 


-32(V:) 
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Je 
und nach $ 22 d(R) > ax + of), 


bee) <zax + 0(R) 
ist, ergibt sich 


(3) Pe) + 2) >ax + o(e), 
(4) CHE EEE (x). 
Nach (1) und (4) ist 
gan +0) >22) — %, (5): 


(5) B()-3%(3)<Sar+ 0(a), 
nach (2) und (4) ebenso 
(6) B()-3% (5) <dar+o(e); 


nach (1) und (3) ist 
2P(a)>an— W, (3) +0), 


(7) Ba) >50—:W(F) +00), 
nach (2) und (3) 
(8) Bo)>za—3W($) +0). 


> 0 sei gegeben. Von einer gewissen Stelle an @>8=£(6)) 
ist nach (6) | 
re) -39l)<Ca+ 0a; 
also ist, wenn n die größte ganze Zahl bezeichnet, für welche 


S>E 


u) -:W Bl) <(@ato)iz, 


1 2 1 
Pa P, (4) —yprıdıl, ar) = Ga+s)n 2 gn > 
also durch Addition 
1 
Pr (x) Br 


Bar) <Ga+ 0) ds 
; v=0 


= (a+0) 2 De +0(@), 
v=0 





ee. 


8 113. Beweis, daß für k — 4 die untere Unbestimmtheitsgrenze positiv ist 








(a) <a+d)x-*+0(&)+ 
— 2a +%2öd)c + 0(«); 
Fa) <gan+ ol); 
aus (5) folgt ebenso 
W,(e) <Bas+ ol) 
Nach (7) ist also 
Pla) > 3)a® +0) 
—=haxr-+o(x), 


1 
on+i V,(&) 
daher ist 


nach (8) ebenso 
lim inf 32 ® - > 2a 


= 50% 


>o—, 


=0x0 


womit alles bewiesen ist. 





st. 497 


Sechster Teil. 


Anwendung der Elemente der Theorie der Funktionen 
komplexer Variabeln. 


Siebenundzwanzigstes Kapitel. 


Eigenschaften der Funktionen L;(s) und K(s). 
84142) 
Definition der Funktionen L,(s). 


Es sei s=6+ ti eine komplexe Variable Dann ist die Reihe 


| 7, n) 
L, (5) y>> >; De 


als Dirichletsche Reihe im Fall«—1 für s>1, in den Fällen 
x=2,..., hfür o>0 konvergent, definiert dort eine analytische 
Funktion und darf dort gliedweise differentiiert werden. Dies folgt 
nach $ 42 daraus, daß, wie wir in $ 102 festgestellt haben, Z,(s) für 
reelle s> 1 konvergiert und Ls(8), ---, L,(s) für reelle s>0O kon- 
vergieren. 

Für o>1 ist bei allen x — 1 Fe R 


denn wegen 








ist das Produkt dort konvergent, und aus 


I, Fe % Er 4 


Vertien ea p=® 


$ 115. Das Nichtwerschwinden der Funktionen L, eo für o—=1. 459 








folgt, wie in $ 105 für s>]1, hier für o>1 


Ball: x,» ana, 
p 





x=0 
RL 





= L,(s). 
Es ist also für o >1 
L,() +0. 


Bei der ersten Funktion ist insbesondere für 6 >1 


1 

DuN all: 

ITe-s ” 

ai ( =) : 

also ist nach den in $ 43 entwickelten Eigenschaften der Zetafunktion 

die für oc >1 durch die Reihe 

> (n) 
n° 


n=1 
definierte analytische Funktion Z, (s) für 6 > 0 bis auf den Pol erster 
Ordnung s=1 mit dem Residuum 2 regulär. 
Für alle x (=1,---,%h) ist ferner in der Halbebene o >1 


L,(8) ee 4) 
p’ 


ET (2%) 


II zu RS 
pe! et al 


p 
S%r (pR) 


mp" s 
p,m 
=e 





Ss 


’ 


wo die Reihe im Exponenten absolut konvergiert. 


$ 115. 
Das Nichtverschwinden der Funktionen L,(s) für o=1. 
Satz: Für o=1 ist 
Lı(s)#V. 


Beweis: 1. Beim Haupteharakter x = 1 folgt dies wegen 


2o-[ 1 -,):0 
p|k 
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aus dem Nichtverschwinden® von 
En 
p 
auf der Geraden o=1 und dem in 845 festgestellten Nichtver- 


schwinden von &$(s) auf jener Geraden. 
2. Es si x—=2,...,h. Für s=1 ist das Nichtverschwinden 


in $5 105—106 bewiesen; es sei also s-1-+ ti, tZ0. Es ist für 
o> 1; e= 0) Sr, 0") 


Bes Dh 
L, (s) me B) 
R 7,0") 
l p,m 
Z,(9|=e | 
SR, p” ee 


2,m Mm pm [02 
= 


Es hat für alle zu % teilerfremden 9” der Charakter %,(P”) die Gestalt 
4.0") ec? gr 
wo @(p"”) reell ist®. Das gibt | 
x.(p”)p” mei N (o (pP) — mtlogp) E 
Daher ist, wenn &” bezeichnet, daß nur die nicht in }: aufgehenden p 


in Betracht kommen, > cos (m (p) — mt logp) 


m pm I 





26) e®" 


Nun ist, wie schon in $ 45 zu ähnlichem Zweck benutzt wurde, 


für alle reellen 
SP > —3—1c032p; 


dies gibt für 6>1, 120 





N "cos(2w(p) — 2mtlogp) 
ed 23 u! Sy 
4 > Br. 38 








ar mp oO Fe mpMO 
| ; | 2 ’ ’ . 
| % (5) er € u 
hierin ist | 

’ 1 1 

=> mp". I j er 
€ p,m = e D,m 
1 
$(6)? 
i ; ann. n 
1) Die Nullstellen von 1 — — sinds— Iogm i; wo nZ0 ganz ist. 
Mm osp S 
@( 





2) Übrigens ist EL rational. 


$ 115. Das Nichtwerschwinden der Funktionen L,(s) für 6 —1. A461 














X >” cos(2w(p”) —2 mtlogp) “ BL! (PR) 
| 270) 
m pM (+ 


mpM 9 
p,m p,m 
e e 


22.0”) 
ae) 
m(o+2ti) 
Er m 





mp 


X3(Ppm) 


m(o+ 210) 





p,m MP 


1 
| 22 (pi) | 2 





mpm(o+2ti) 
p,m paar Bir) | 





Nun ist 
en) 


offenbar auch einer der h Charaktere, z. B. (ohne an die genauere 
Definition zu denken), weil diese Funktion die Voraussetzungen des 
letzten Satzes aus $ 100 erfüllt. Es sei 


En) = u), 


wo also A eine der Zahlen 1,---,h ist, die übrigens von z verschieden 
ist, da sonst y,(n) der Hauptcharakter wäre. Dann ist 





> cos (2? w(p) —2mtlogp) 


m pn [02 1 


p,m lee 
e |Z,(6 + 213) | ’ 





also für 6>1, 120 
1 
EN en rg 


3 


| S 
(Ei) |L,(6+ 2:0] 





folglich für 1<0<2, 120 


q 





2 
A) a 
2° |L,(c+ 2:9] 

IL (| 1 





a Ei 
2(6—1) |L,te + 219 |" 


Wenn hierin 20 fest ist und o zu 1 abnimmt, wächst die 
rechte Seite über alle Grenzen, da der Nenner den Limes 


2.0.|2, 1 +2) =0 


1) Natürlich ist nicht monotones Wachsen gemeint, sondern nur lim = x. 
o=1 
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hat; andererseits wäre im Falle 
L1+t)=0 
7 vi) : 
lim ee 9 
ei 
endlich, so daß nur 
LA+mW)+0 
möglich ist. 
$ 116. 
Abschätzung von |/,(s)| und | L/, (5) | nach oben. 
Satz: Für o >1— nn ist 
a: ogt 


L,(s) = O (log), 
L,.(s) = 0 (log?t). 
Beweis: Falls t>e ist, ist gewiß Z,(s) im Gebiet > 1_ _!_ 


1 
definiert. u 
l. Bei x=1 ist wegen 
1 
L,(s) = —_ 
(9) = &(9) | ie. 

die Behauptung auf Grund der früheren entsprechenden Eigenschaften 
von &(s) (vgl. $ 46) bewiesen; denn der hinzutretende Faktor 


ist eine Dirichletsche Reihe mit endlich vielen Gliedern, also nebst 
Ableitung für 6> 0 von der Gestalt | 





O1). 
2 Bi = 25 net 
D@)| = Ir. m) 
| 
| <h, 
also für t>e,2>0>] — 
R x 4 N) 
L,(s) at nn’ 
n=1 
t 00 
Wr %,n) 1 1 Ss 
> n° + >, 5(n) ee Br oz® ne "3 Er 
n=i n=t+1 
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j 

t 

A 

; ER r 1 

: 1— HR: 
| al n nr n=t+1 ns Her t log? 


= O(ogt) + 01 + 0(?) 
—= O(logt), 
folglich, da für 6 > 2 


























PASTE 


nl 


—0() 
1 


. .. X 
ıst, für Gel ng 


L,(s) = O(logt). 


/ „(n) log n 
Ley Du 28° 
n=1 


betrifft, so ist für x u 


Was 





Re) = Ir) logn 
n=]1l 
— >(S(n) — S(n — 1)) log n 
n=1i 
— I’S(n) (logn — log (n + 1) + S(z) log ([x] + 1) 
| 


— ON (log n + 1) — logn) + O (log) 
n=1 
= O(logr), 








folglich für 1>e,2>0o>1- - 
L/ on R (> - a) 
Tele) Dem Er (n) 11%) MH! 
n=t+1 








2 
BE Eat n=ti+1 logt t logt 


le 


= 000 +0[-R) ol) 
= 0 (log? t), 
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1 
log t 


oO 





also für o >1— 
L»(s) = 0 (log?t). 
' Der zweite Teil des bewiesenen Satzes läßt sich auch so schrei- 
ben: Es gibt eine (bei fest gegebenem %) absolute Konstante C, so 
daß für «=1,2,...,h im Gebiete te >3, 0 >11. 





| log t 
IL(s)| < & log?t 
ist. Daraus folgt für £>3,6, >1— er RES E 
| 9 +ti 
La +1) - Lo +ti)|=| [Lio)as 
0 +ti 


<ca|e, — 0, |log*t. 


Suhl: 
Abschätzung von |Z,(s)| nach unten. 


Ich könnte von der Formel (1) des $ 115 ausgehen; ich will 
jedoch, um etwas schärfere Abschätzungen zu erhalten, im Sinne der 
Entwicklungen des $ 65 eine andere Hilfsformel zugrunde legen. 

Es si x=1,---,h. Stets sind 


KR) 
x(n) 
auch Charaktere modulo %; es sei etwa 
e (n) Sen un), 
en) = x,n). 
Für zu %k teilerfremde 9” werde 


Xx (2) == ev (pP) i 
gesetzt; dann ist &(p”) reell und 
eo(lp)i — Ki (p"), 


eelp)i —_ ya ( Pa 
Im Gebiet 0 >1, = 0 ist 


und 





: EAN) j 
= mpms 17 
| 1: D, m 
| L, (5) Wu | 
X’ cos (o (pm) — mt log p) } e 
„= mp O 


ra er m 
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Für alle reellen p ist (vgl. $ 65) 
Sp > — 3 — 300529 — tcos3p; 


im obigen Gebiet ist a 








BR DR RIES: cos@wp")—2mtlogp) 1 Sy "cos(3m (p") —3mtlog p) 
MO 2 


mo 5 
mp m 2 [07 


'L,@)|2e a zm Am 
1 
Eye], +2)? | Z,(c+ 31) 8 


für t>3, 1<o<2 ist also, wenn der erste Teil des Satzes aus 
$S 116 zu Hilfe genommen wird, 








IV 


1,8 
Bun 
c, log ? (2t)log® (3t) 


5 





(1) > “mn! 
c,log®t 


also, wenn die Schlußformel des vorigen Paragraphen benutzt wird, 


2442) >2|L(le +) —-|L(e+W)—-LAi+| 





Se — «(6 — 1) log?t 
c,log$t 
_6-0" ne 


ah). 





eeaala—.1)®1 


e Kot 


Hierin bestimme ich 6 durch 





3 21 
le —1)’log’t=z, 
d. h. setze : 
1 
o=1 a E5 log’t ’ 
(26,6)? 


was wirklich, wenn c, und c, größer als 1 gewählt sind, für alle 
t>3 kleiner als 2 ist. Das gibt Bel passender Wahl eines , >1 


LU+mW| >. — 
* 1og® tlog®t 





E 1 
(2) — 7 logir’ 
also { 
PR 5 


Lan d au, Verteilung der Primzahlen. 30 
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. “ 1 1 1 1 
Aus (2) folgt weiter für i>3, onen 


Z49\2|LA+W|—-|L@Q-LA+t)]| 
Ta 
ce, logdt 
| 2 1 

= e,logöt  2e, logdt 


— 6 —1[|e,log* 





Für 1>3, 14, 2, <0<2 ist nach (1) 
1 . 1 if 





EEE RR 
(2c,c,)® log®t " log®t 


=, 
c, log®t 


ur 1>58,0>: B. 





ce, log®t 
Also hat sich ergeben: Für b23, 021085 on ist 
7 oO 
, 1 
\L,()| > alogsr) 
darin liegt insbesondere, daß L,(s) in jenem Teil der Ebene nicht 
verschwindet, und es ergibt sich, c, > 1 angenommen, dort weiter 


20 BE 
1Z,0| <4% og't 


= c„log't. 


Natürlich können alle auftretenden Konstanten ‘gleichmäßig für 
alle «= 1,.:-.-,h gewählt werden. Alsdann ist für t< — 3, 


1 1 
a & log’ (— 1) 
Le 1 j 
67 ® og", 
da 
L/(s +13) 


L,(+tı) 





$119. Anwendung des Cauchyschen Integralsatzesu. Endformeln für © (x)u.II(x). 467 








konjugiert zu einem gewissen 
L,(e — ti) 
ist. 
$ 118. 
Eigenschaften der Funktion K(s). 


Es bezeichne K(s) die für 6 >1 durch die Dirichletsche Reihe 


log p 
> p" 
Del 
definierte analytische Funktion. Es ist für o>1 


h 
Den. BEA 
> PER BD () L,(s)? 
pi — l z=1 z 
die linke Seite unterscheidet sich von X(s) um eine Funktion, welche 
für o>#% (als für 6 > + absolut konvergente Dirichletsche Reihe) 








= 0(1) 
ist. Daher besagt die am Schluß des vorigen Paragraphen gefundene 
Abschätzung von ne in Verbindung mit dem Nichtverschwinden 


von L,(1+ti) und dem bekannten Verhalten für s= 1: 
1. K(s) hat für s=1 einen Pol erster Ordnung mit dem 
Residuum - 


2. K(s) ist für o=1 sonst regulär. 
3. Es gibt zwei RB IT Konstanten cund b derart, daß 


für 2|)>3, o>1-— a 


e eat 


ist. K(s)| < blog‘ t 





Achtundzwanzigstes Kapitel. 


Primzahlgesetze. 


$ 119. 


Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes und End- 
formeln für O(x) und I/(x&). 


Die Funktion K(s) erfüllt also bis auf das veränderte Residuum 


- (gegenüber damals) genau die Bedingungen, denen die Funktion 
30* 
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2 durch den Satz am Schluß des $ 458 genügte, wo noch 9 hier 
durch das schärfere 7 ersetzt ist (was bei 2 in $ 65 nachgeholt 


war); es bleibt also bei der damaligen Anwendung des Cauchyschen 
Integralsatzes und dem folgenden Übergang zu (x) und II(«) bis 





auf den beim Hauptglied hinzutretenden Zahlenfaktor = alles unver- 
ändert. Es ergibt sich daher für alle >38 


9(2) = 5 2 +0 (x eViosa) 
und für alle v>8 


x 


I(a) = } jf + O(ge Ve) 





log u 


- 


— n Li(x) +0 (« eVioe 2) 


=D en + Olwehese), 


n=% 


Unterwegs führt eben die Anwendung des Cauchyschen Inte- 
gralsatzes wörtlich wie damals zunächst für alle y> 8 zu 


Gt - Viogz 
>) log plog „, -72+ Olxe Vlog ), 
P=] 
p=a 


woraus alles weitere wörtlich wie damals folgt, bis auf den überall 
auftretenden Faktor 2 


Natürlich kann hierin die Zahl 8 durch die Konstante T+2 er- 
setzt werden, wo U die Bedeutung des $ 65 hat; denn man kann ja 
Jede Cosinus-Ungleichung im damaligen Sinne zugrunde legen. 


S 120. 
Interpretation des Resultats. 


Es ist nunmehr bewiesen, daß für Jedes q 





. log? Lee 


ist, in erster Annäherung, daß 
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II(x) » Ta (x) 


IR 
on log® 
ist. Es ist daher die am Schluß des $ 10 der Einleitung angegebene 
Folgerung 


in den Besitz des Lesers übergegangen. 

Es gibt also z. B. asymptotisch gleich viele Primzahlen 44 +1 
und 44 +3. Uberhaupt ist das Beispiel = 4 zur Illustration aller 
Betrachtungen des zweiten Buches besonders geeignet. Es gibt dann 
zwei Charaktere mit den zugehörigen Reihen 


LO-1+Ss 4444, 


E 1 1 


Übrigens ist auch nicht eines der asymptotischen Gesetze im Fall 
k = 4 einfacher zu beweisen als im allgemeinen Fall, abgesehen natür- 
lich von dem hier trivialen Nichtverschwinden der Reihe 


L,1)=1-+ I _Lr... 


3 5 7 


8 121. 
Folgerungen. 

Aus a 
: Ai ann 
folgt insbesondere, daß für &> 0 
INEER 
ist, so daß die Anzahl der Primzahlen ky + ! zwischen & (exkl.) und 
(1+ )& (inkl.) mit x ins Unendliche wächst. 

Ferner beweise ich den 

Satz: Für jeden vom Hauptcharakter verschiedenen Cha- 
rakter, jedes reelle qg und jedes reelle £ ist 


xp) log’p 
p' + ti 





konvergent. 
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In $S 109 war fürgqg=1,t=0 die Endlichkeit, also für q<1, 
t= (0 die Konvergenz bewiesen. Für qg <O ist die Behauptung wegen 
der nach $ 4 (Reihen (31) und (32)) absoluten Konvergenz trivial. 

Beweis: Es darf beim Beweise 9 > 0 angenommen werden; mit 
jedem q ist ja die Behauptung für jedes kleinere g bewiesen. Wenn 


X(«) =3x(P) 
D=EX 
gesetzt wird, ergibt sich 
k 


x) - Ir) 


wo II,(z) die Anzahl der Primzahlen Ay +1<x ist, also mit kon- 
stantem y (z.B. y=B8) 


re Pr 
X(x) I) (, Li(&) + 0 (z e-Viog )) 
in der Tat ist für (,)=1 


I) =} Lila) + O (we Ver:), 


für (k, !) > 1 
x) =. 
Es folgt weiter 


h 


X(a) — Li) Ir + O(weVios2) 


Bei gegebenem q ist also, wenn 
P(x) =D (p)log’p 
p=<x 
gesetzt wird, für 2 >2 


(x) =) — X(n — 1) log? n 
u I x) (log? n — log?(n + 1)) + X(x&) log? ([x] + 1) 
n=2 


— 0 (ve Vs I(togı (n +1) — log? n)) +0 (we Vioe= log? x) 


Y-— 
Er —yYlogx 0 ) 
— Olxe log? x), 
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wovon ich nur 
X 
Fa) Olir,) 
gebrauche. 


Zu beweisen ist die Konvergenz von 


E> Pln) - Pin — 1) 
nic 


mil 


für c—=1. In der Tat ist dort für ganzzahlige sw (w>v> 2) 


w w 
ern — 1, 1 1 ia 1) Plw) 
> ms - > P(n) (m Em nr EERT PERLE (w-t-1)* 
n=v n=v 
® U? 
e (een) G (Iog® z) 


10 n 1 | g"w 
_>o ke „) 9 (=) ER REN I Ve 


n=v 














was wegen der Konvergenz von 


x 


>= 
2 
nlog’n 


n=2 
für v= 00, w= oo den Limes O hat. 
Natürlich ist nach $ 30 nunmehr 
x(p)log'p _ 1; S'rmlog'r. 


1+ti yiretti ’ 
v p s=0°,. PD 





also ist insbesondere für r= O0 und ganzzahliges q > 0, wenn I links 
p,m 


nach wachsendem »” hat ist, bei Annäherung von rechts 


Di ")log’p-ma-ı x(p) log? p N Sr log? p - ma! 
Ba EEn Ei Di = a pm(i+te) 








Pp,Mm p m=2 
— lim 1) 08° P 108" p + lim S > »(P") log! p mt” 
Rn 2" 
14 p gelrti,em 
= Im 2) log? p am 
s=1+ti al 


p,m 
- (- 1 lim 5, log L(s), 
s=1+ti 
also, wenn 
log L(s) = Z(s) 
gesetzt wird, 
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(2) log! p- mI=1 (1 ze 


pe \ (1+ t i) 
p,m 


r.B. (Q—1, 120) 





De Ilgp _ _ ZUFM 
ut DR 1:9)? 


p,m 
noch spezieller g=1,t=0) 
en _. SE a L'(1) : 
ne 


pm 


in $ 109 war für die Reihe links nur die Endlichkeit, nicht die Kon- 
vergenz bewiesen. 





Neunundzwanzigstes Kapitel. 


Funktionentheoretischer Beweis des Niehtverschwindens der 
reellen Reihe Z. 


$ 122. 


Untersuchung der Dirichletschen Reihe mit dem 
Koeffizienten f(n) — L 


Unter Benutzung funktionentheoretischer Mittel läßt sich das 
Nichtverschwinden der einem reellen Nicht-Hauptcharakter entsprechen- 


den Reihe 
57 I“ z\ (n) 


ni 


noch einfacher (nicht kürzer, aber weniger künstlich) beweisen als 
oben in $ 106. 
Es werde wie dort 
f(n) =I'x(d) 


dn 


gesetzt. Dann ist für 6>1 


ige ( = Sf (R) 


Pr m? 
a | Rn | nl 


Ei 
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also für 6 > 1 


| DI = 1986) 


y=1 
zul? BI) Me 


ee 


8 


pP 
Werden die Primzahlen p mit p’, p”, p” a le je nachdem 
BD. 
I 
Ba 


ist, so ist für oc >1 


Shi ee ER ll; 














Tu. er 


14 p' Me pP" er p” 





n=\ 





p 
a; 1 2 1 1 1 1 
Zr erat lHtatzat): 
Ik + Ai Ben Mas 


FZ 
was das in $ 106 ausgerechnete Ergebnis 
fin) > 0, 


>’ 100) = 5@) 


gesetzt wird, so Ist wegen 


in Evidenz setzt. 


Wenn 


S(&) = 01) 


und 
Im) -Ir0-1 


2 _Sro[s]+ +2 Sro- Sr > 
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% 


ee +0 D1+ O(1: ya) 


a=ı 


S 
a 


— e(l + 0: Ss O(Ye) 
—- Li + “ n, 
> (fon) — L) = O(ye). 
Die für 6 >1 absolut konvergente Dirichletsche Reihe 
SL 


n° 





I! 


konvergiert daher nach s 32 für s>+#, also für 6 > >. Die stimmt 
für 6 >1, also für > em 


L(s)&(s) — L&(s) = (L(s) — L(l))£(s) 


überein. 
84123; 
Beweis von L-+0. 
Wäre nun 


L=0 


? 


LEDER, 


so wäre für 6 >4 


also für reelle s> + 


NOHOPPI, 


o=1 
= £(2s). 
Wenn aber s zu + abnimmt, existiert links 
lim L()E) = LER), 


während rechts 
lim se =+mw 
ist. Daher kann nur j 
L=+0 


sein. 











Siebenter Teil. 


Theorie der verallgemeinerten Zetafunktionen mit 
Anwendungen auf das Primzahlproblem. 


Dreißigstes Kapitel. 


Die Fortsetzbarkeit der Funktionen L,(s) in der ganzen Ebene 
und die Funktionalgleichung. 





Ss 124. 


Beweis der Fortsetzbarkeit durch sukzessive partielle 
Integration. 


k ist stets fest gegeben. Über die Fortsetzbarkeit der dem Haupt- 
charakter entsprechenden Funktion 


L,(8) nl (1-)8@ 


sind wir durch die frühere Theorie der Zetafunktion völlig unter- 
richtet; Z,(s) hat im Punkte s= 1 einen Pol erster Ordnung mit dem 


Residuum Ä und ist sonst überall regulär; d. h. 
(s— 1)1,(s) 
iR 
h 
I ee 


und 


sind ganze Funktionen. 
Bei allen übrigen, für 6 > 0 durch 


< X.) 
> n” 
n=1 
definierten Funktionen Z,(s)(«=2,::-,h) behaupte ich den 
Satz: L,(s)(«=2,---, h) ist eine ganze transzendente 


Funktion. 
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Beweis: Da für 6 >1 


k—1 © 
\ 1 
L) = I) DI Tr 
D) 


| 
k—1 © 
u N DNS 
5 Pa Tas; 


ist, ist es offenbar hinreichend, zu beweisen: Die für jedes konstante v, 
wo 0O<®#<]1 ist, in der Halbebene 6 > 1 absolut konvergente, 
in der Halbebene 6 >1-+0 ($>0) gleichmäßig konvergente Reihe 


2 , 


definiert eine Funktion 3(s), welche für s=1 einen Pol erster Ord- - 
nung mit dem Residuum 1 hat und sonst in der ganzen Ebene regulär 
ist. Denn dann hat 


oo 


1 

Para 
2 (+) 
für jedes in Betracht kommende 2 diese Eigenschaft; Z,(s) ist also 


überall mit etwaiger Ausnahme von s=1 regulär; dieser Punkt ist 


aber wegen 
k—1 


2 1.) — 0 


(oder nach dem Früheren) auch ein regulärer Punkt. 
3(s) ist also zunächst für 6 > 1 regulär und durch die Reihe 


Lug 1 
(8) BE: 9° 


n=1 


definiert. 
Nun ist fürs#1,n=1,2,3 


pe 


ade udu Yi U du 
nt m +91 u)” (n +84 u 
U 4 1 


(n ESP u)” 5 s—1 n+9 u)? 




















a audu AR RE H RT: 1 Eu 
ARErzE.; ter si lmgoyri Par grer a) 
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also’für oc >1 


ehren i 
1 = udu .e s- ee 1.5 
® Dfarosuni N + Baercaklin: 


Die linke Seite von (1) stellt eine für 6 >0 reguläre Funktion dar, 
da für 6>0(9>0) wegen 











1 
| udu | 
Be = 
n+9+wWtr!| BT 


die Reihe gleichmäßig konvergiert; daher ist die rechte Seite für 6 > 0 
regulär, also auch 


1 1 
3(8) tät ER | (+ ala ? 





folglich 


ebenfalls. 
Nun ergibt sich weiter 








udu _ u % mag 1 urdu 
ME tur re rar ruhe 2 n +94 ur 1 


ER BE he 5 a 1 j u? du 
nt ment ars +wt? 








also, zunächst für 6 > 0, 


N a LTE TEE BEER I 1 an u’du 
ee) Sn 


Rechts ist das erste Glied nach dem Ergebnis des vorigen Schrittes 
für 6 > — 1 regulär; das zweite Glied ist es ebenfalls wegen 


nt 
u’du 3 
Jerrwelsr er 
0 


368 











Folglich ist 





füro>—1 regulär. 
Allgemein gelangt man so für jedes ganze > 0 zu der zunächst 
im Gebiet 6 > 1 gültigen Identität 
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1 1 1 Ss 1 
EN in AB ENTt AR IN: 1) Zn 
sß+1)/, DEE TEN Er Le 2 ı 
27) SFR (3(6+2) Peer) (+ 2)! (#66+0+1) (+1) 
ER 1 
_sSCHD:- -6+g4+2 > / rau 5 
+2)! er n +94 u)t7t? 


Es sei schon bewiesen, daß (s—- Dy(s) füro>—g regulär ist. Dann 
lehrt diese Identität wegen 
1 


if; utr?au 
(n ++ ujt?t? 


0 


daB (s— 1)4(s) für co > —g—1 regulär ist. Daher ist (s— 1) 3(s), 
also auch 


1 
= ; B) 
— n? +9+2 








/ 1 
a) 
eine ganze Funktion, folglich 
L,(8) 


für«=2,...,h ebenfalls, und der zu Anfang dieses Paragraphen aus- 
gesprochene Satz ist bewiesen. 


Salan, 
Einteilung aller Charaktere in zwei Klassen. 


Jetzt soll nach einem ganz anderen Gesichtspunkt als früher eine 
Einteilung aller % Charaktere 


un), ---, %(R) 


in zwei Klassen vorgenommen werden, welche eigentliche und un- 
eigentliche Charaktere heißen. 

Es sei y(n) ein Charakter modulo % und K ein echter Teiler von &: 

K|k, K<k; 

dann entsprechen jeder Restklasse modulo X mehrere, nämlich 2 : 
Restklassen modulo A. Eine zu k teilerfremde Restklasse modulo 7; 
ist Bestandteil einer zu X teilerfremden Restklasse modulo K; jede 
mit X gemeinteilige Restklasse modulo K zerfällt in lauter mit % 
gemeinteilige Restklassen modulo %. Aber umgekehrt brauchen die 
Zahlen einer zu K teilerfremden Restklasse modulo X nicht alle zu %k 
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teilerfremd zu sein. Beispiel: k=15, K—5, Restklasse z=2 (mod. 5); 
hier sind 2 und 7 zu 15 teilerfremd, 12 nicht. Jedenfalls kommen 
in jeder zu X teilerfremden Restklasse modulo X 


2= K, (mod. K) 


zu k teilerfremde Zahlen vor; denn, wenn p,p', --- diejenigen etwa 
vorhandenen Primfaktoren von % bezeichnen, welche nicht in X auf- 
gehen, so sind die Kongruenzen 


2=K, (mod. K), 
z=1(mod.pp’---) 


verträglich, und jede so bestimmte Zahl z ist zu % teilerfremd. 

Jede Restklasse modulo X liefert, wie bemerkt, mehrere Rest- 
klassen modulo %; die Zahlen der gegebenen Restklasse modulo Ä zer- 
fallen in volle Restklassen modulo %k, die zu % teilerfremd sind oder 
nicht. Ferner ist, wie bewiesen wurde, die erste Kategorie dann und 
nur dann vorhanden, wenn die gegebene Restklasse modulo X zu K 
teilerfremd ist; in diesem Falle ist also für die Zahlen n der Rest- 


klasse modulo Ä teils f 
(n,k)>1, 


d. h. 
3 1") TH Ö, 
teils 
(n, k) — 1, 
d.h. | 
. | zn) | a: 
aber nicht stets ® 
(nn) = 0. 


Wenn nun für alle jene Zahlen, soweit sie zu k teilerfremd sind, x(n) 
einen und denselben Wert hat, sagt man: y(n) ist ein uneigentlicher 
Charakter modulo k. Die präzise — etwas schwierig aufzufassende — 
. Definition lautet also: 

Definition: y(n) heißt ein uneigentlicher Charakter mo- 
dulok, wenn es einen echten Teiler X von %k derart gibt, 
daß für 

n=n (mod. K), (nk)=1, (n,k)=1 
vn) = x(m) 
ist. Sonst — wenn es kein derartiges X gibt — heißt y(n) 
ein eigentlicher Charakter modulo Ä%. 


stets 





1) Natürlich kann durchweg |y(n)| = 1 sein, wenn nämlich X jeden Prim- 
faktor von k enthält. 
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Beispiele: 1. Es sei %=1. 1 hat keinen echten Teiler; also ist 
der — einzige — Charakter (welcher zugleich der Hauptcharakter ist) 
ein eigentlicher Charakter. 

2. Es sei k>1. Dann ist der Hauptcharakter uneigentlich; denn 
K=1 hat die Eigenschaft, daß für 


n=n (mod.1), nk)=1, (m,k)=1 
zn) = am) 
ist; in der Tat ist für (nk)=1, (m, a! 
in) =1, 
un) 1: 
3. Es sei %k irgend eine Primzahl. Dann ist jeder vom Haupt- 


charakter verschiedene Charakter eigentlich. Denn sonst wäre K — 1 
also für (n,k)=1, (n,k)=1 


Rn) = um), 
(Rn) = x() 
—1. 
4. Es sei k=38. Dann ist der Charakter 
x") =0,1,0, —1,0,1,0, —1fürn= 0,1,2,3,4, 5, 6, 7 (mod. 8) 
uneigentlich. Denn X=4 hat die Eigenschaft: Für 
n=n (mod.4), (n,8)=1, (m, S)=l 


d.h für ,k)=1 


ist 
in) = 1m); 
.d1)= 1x0), 
28) = (lt). 
Jeder uneigentliche Charakter »(n) modulo % führt, wenn der echte 
Teiler K von % die betreffende Eigenschaft hat, daß für 
n=n (mod. K), (n,k)=1, (n,k)=1 
| x(R) = x(m‘) 
ist, durch folgende ergänzende Erklärung zu einem bestimmten Cha- 
rakter X(n) modulo X. Es werde definiert: | 


1. Für jede Zahl n jeder zu X gemeinteiligen Restklasse modulo X 
An) —D, 


in der Tat ist 
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2. Für jede Zahl » einer zu K teilerfremden Restklasse modulo X 
X(n) = dem gemeinsamen Werte von y(n) für alle zu % teiler- 
fremden Zahlen, welche jener Restklasse angehören. 


Dann ist X(n) ein Charakter modulo X. Denn es ist erstens 
offenbar X(n) = X(n‘) für n= n (mod. K), 
zweitens offenbar Kl 


+0. 
Drittens ist für zwei beliebige »,, n, 
X(n,n5) = X(n,) X (nz). 
Denn, wenn n,n, mit K gemeinteilig ist, sind beide Seiten 0. Wenn 
dagegen N | 
und 





(n,K)=1 
ist, werde n, so gewählt, daß 
n,=n, (mod. K), (n,k)=1 
ist, und n, so, daß 
| n,=n(mod.K), (n,A)=1 
ist; dann ist 
WENN (MOd.K), (nn,k)=1, 
also | 
X(nn) = NN.) 
= 2 )2R) 
= X(,)X (ns). 
Wenn xy(n) uneigentlicher Charakter modulo % ist, so kann es 
mehrere echte Teiler X, (v=1,2,--) mit der Eigenschaft geben: Für 
n=n'(mod.K,, n,k)=1,(wW,)=1 


a) = am). 
Unter allen solchen K, gibt es ein kleinstes; von diesem kleinsten 


K,=K gilt nun der 
Satz: Der oben mit X(n) Behr: Charakter modulo X 


ist eigentlicher Charakter modulo K.? 


ıst 


1) Es gibt nach dem Obigen solche Zahlen. 
2) Übrigens läßt sich auch beweisen, daß nur für diesen einen Teiler von % 
das zugehörige X(n) eigentlich ist. Doch brauchen wir das nicht. 
Landau, Verteilung der Primzahlen. 51 
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Beweis: Sonst gäbe es einen echten Teiler K’ von K, so daß für 
n=n(mod.K’),(n,K)=1, (n,K)-1 
X(n) = X(n‘) 
ist. Daraus würde für 
n=n(mod.K'), (nk)=1, (n,k)—=1 
Xn)= X(m), 
x) = am); 
K wäre also nicht der kleinste Teiler von A mit der betreffenden Eigenschaft. 

Jeder uneigentliche Charakter modulo k gehört also, wenn X jenen 
Minimalteiler bezeichnet, zu einem bestimmten eigentlichen Charakter 
modulo K. 

Der Hauptcharakter modulo %k gehört zum Charakter modulo 
K=1. Jeder andere uneigentliche Charakter modulo %k führt auf ein 
K>1 und liefert modulo dieses X, von dem X(n) eigentlicher Cha- 
rakter ist, gewiß nicht den Hauptcharakter. 

Es sei nun 


folgen: 


N 


die dem Charakter y(n) = x,(n) entsprechende Funktion; es ist jetzt 
bequemer, um die Charaktere in die Bezeichnung aufzunehmen, 


L(s, X) 
zu schreiben, und nur, wenn kein Mißverständnis zu befürchten ist, 
wie früher kurz L(s) 


Wenn y den zu x konjugierten Charakter bezeichnet, ist offen- 
bar aus Symmetriegründen, wenn x eigentlich ist, 7 eigentlich, wenn 
x uneigentlich ist und zu K gehört, x uneigentlich und auch zu X 
gehörig, derart, daß der zu X konjugierte Charakter X dem % entspricht. 

Wenn x(n) ein uneigentlicher Charakter modulo k ist und zu . 
K gehört, ist offenbar für o>1 


1 
L(s, x) = ER, p) 


pP 


IT Se IC) 


1 


Ss 


oo 


0-2 


p|k n=1 
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also 


c 

&, 
SIR en Lo(s; X), 
wo L,(s, X) eine unserer L-Funktionen modulo K bezeichnet, die 
zum eigentlichen Charakter X(n) modulo K gehört, und wo das Pro- 
dukt vorn genau so viele Faktoren enthält, als es Primzahlen gibt, 
die in %k, aber nicht in X aufgehen. (Denn für die Primfaktoren von 
K ist X(p)= 0, also die Hinzufügung des betreffenden Faktors un- 
nötig.) Die p, sind hierin Primzahlen, die &, Einheitswurzeln. c kann 
auch —= 0 sein, nämlich dann, wenn K alle Primfaktoren von % ent- 
hält; dann bedeutet das Produkt 1. 

Damit ist die Theorie der Funktionen L(s,y) auf die Theorie 
dieser Funktionen mit eigentlichem Charakter zurückgeführt. Für 
k=1 ist dies durch &(s) erledigt. Wir sind also berechtigt, jetzt 
anzunehmen, daß in 

L(s) = L(s, %) 


zn) 
n” 
| 


k>1 und y(n) ein eigentlicher, also gewiß vom Hauptcharakter ver- 
schiedener Charakter ist. Eo ipso ist hierbei A > 3. 


$ 126. 
Hilfssatz über eigentliche Charaktere. 


Satz: Es sei y(n) ein eigentlicher Charakter modulo % und 


(,m)>1. 
Dann ist 
k BAEUNE 
Dxln)e = 0, 
el 
dich; 
| 2rmi 
Gr ey 
gesetzt, 


k 


Su) =. 


n=1 
Die Voraussetzungen verlangen u. a., dab 


Ban 
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und y(n) nicht der Hauptcharakter ist. Für 
km 


Re: die Behauptung nicht neu, sondern mit der bekannten Formel 


=) — () 


gleichbedeutend. 
Beweis: Nach Voraussetzung gibt es ein K, so daß zugleich 
Kk,K<k 
und 
ml 
ist. 
Es seı 


(1) (r,k)=1. 
Dann ist, da mit » auch nr ein vollständiges Restsystem modulo k 
durchläuft, 


k k 
Sr)" = Dlnr)a"” 


n—=]1 Miss 


k 
a) Senn 

Es sei außer (1) noch 

r=1(mod.K). 


Dann ist e 
il 
ER A 
Irina = 20) Zur, 
n= RA=l 
k 
(2) (1-20) Ira)" = 0. 
ik | 
Es sei nun 


A 
(8) PIIO LEE 

dann werde ich zeigen: y(n) wäre ein uneigentlicher Charakter mo- 
dulo %k, womit der Satz bewiesen ist. Aus (3) folgt nach (2) 

ır)=1 
(r,k)=1,r=1(mod. K). 
Ich behaupte: Für 
n=n.(mod.X), (nk)=1, (mn, kA 


für 
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Sa; | Rn) = x). 
In der Tat sei », so gewählt, daß 
nn, =1(mod.k) 


ıst. Dann ist 


(MM, k) = 
(nn,b)-L1, 
nn, —1 (mod. X). 
nn, ist also ein r im obigen Sinne; daher ist 
| LIEZEN 
Lo) =1. 


Ebenso ist 
| 


und 
vn, =nn, (mod. K) 


=] (mod.XK), 
also mn, ein r: 
Nun) = .h, 
‚ACDL ACH EE 
=), 
zn) = am). 
+(n) wäre also ein uneigentlicher Charakter, und der Satz ist bewiesen. 
Was die Summe 


2rtmni 


>ı (n)e * 


für eigentliches y(n) und solche m betrifft, bei denen 











(h, m) et 
ist, so ergibt sich 
27 mni 
2 x(n)e * Zn) 92 ı(mn)e * 
n=1 
2rni 


= (m) > met, 


—l 

wo 
k 2 rni 
Syn) 


| I 





eine allein durch % und x bestimmte Konstante r(k, x) ist. 
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Daher ist in allen Fällen, mag %k zu m teilerfremd sein oder nicht, 


2 emniÄ 


Irme * -um)ehn) 





da ım Falle 


(k,m) >1 
der Faktor 
(m) = 0 
ıst. 
Sale le 


Die Funktionen %7'(x,y). 


Ich erinnere A an die für den vorliegenden Zweck im $ 69 
bewiesene, für > 0, «az =0 gültige Identität 


© © m? t 


(1) Sl Die " cos(2mz«). 
TC 


m=—X m=—o 


Die linke Seite nenne ich Y,(«, x): 


db, (a, x) EuhSi ee (m+ea)nx 


m=—X 


Ich definiere ferner, gleichfalls für BR 0, az =D, die Funktion 
U,(«,x) durch die dort te konvergente an 


d, (@, &) Sen +ee Ter 
Diese Reihe konvergiert bei festem & auf jeder endlichen «-Strecke 
gleichmäßig, da bei gegebener endlicher «-Strecke für alle absolut 
genommen hinreichend großen m 


-(5) 7 
(m + Jet <2mle “ 


ist. Daher ist 


(0, X) = _ (0,8). 


re 
Auch die rechte Seite von (1) darf gliedweise nach « differentiiert 
werden, da die entstehende Reihe 


oo 
De * (- 2mz sin (2mxo)) 
mMm=—X 
wegen 


‚sin (2mze)|<1 
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auf jeder «-Strecke gleichmäßig konvergiert. Daher ist 


oo nı? Te 
1 1 IB EEE, 
V,(e,2) = — ala) 73 5 me " sin (2mzxe«) 
m=—o 
Er euere 
met = me " sin(2mze), 


also, da der Summand eine gerade Funktion von m ist und für m = 0 
verschwindet, 


del, Re VE ng 2mze). 
Es sei nun k>1 und y(n) ein eigentlicher Charakter modulo X. 

Die ganze folgende Untersuchung verläuft verschieden, je nachdem 
ık—1)=1 

oder 
ık-D)=—1 

ist; einer dieser beiden Fälle muß vorliegen, da 

ve) re 12) 

—=—y(® —2k-+]1) 


—=;+(l) 
=] 
1st. 
Es möge für £>0 und jedes solche y(n) eine Funktion von 
durch die offenbar konvergenten Reihen definiert werden: 


Pr) = Pay) = 2 D>’ym)e Der ık—D)=1, 
m=1 

B)- Ela) —2 Dymme * für yk—1)=-—1. 
m=1 


Diese Funktion ist gewiß nicht identisch 0, da für große x das erste 
Glied überwiegt. 
P(x,y) genügt nun einer Funktionalgleichung, bei deren Ent- 
wicklung die beiden Fälle getrennt zu behandeln sind. 
Ich mache zunächst darauf aufmerksam, daß mit y(n) auch x(n) 
eigentlich ist und daß aus Realitätsgründen 
a 


1st. 
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Wenn für m<0 dem Zeichen y(m) der aueaı die Restklasse 
läßt sich die obige Alter- 


modulo %k fixierte Sinn beigelegt wird, 


native auch 
(- )=+1 


Mit Rücksicht auf 
(9) = x(k) 
Fe 0, 
1(— m) = x(— D)x(m) 


schreiben. 


lauten alsdann die Definitionsgleichungen von P(x) auch folgender- 








maßen: 
x 7 m? ICX 
Er rg, X) — D’x(m)e \ für ie 1) “r Ib 
© N m? tz 
ı)= W — D’x(m)me * für -D--1; 


in der Tat ist im ersten Fall y(m), im zweiten my(m) eine gerade 


für m = O0 verschwindende Funktion von m. 





1. Es sei 
ı{-2)=1 
Dann ist 
_ (m+ih® zz 
Dame 
nl i=-o 
x a (24) \akz 
Inge 
n=1 i=—o 
k 
\ N 
— 2; in) v, (3 k 2) ; 
u 
also nach der Funktionalgleichung von %, 
m?rt 
ee a 
P (x, }) EL nn _D "* cos( De 


= ee 





2anmr 


| - 1 Dunli+2 3% ie cos( )) 


NZ 
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folglich mit Rücksicht auf 


k 
um l. 


(x, y) = TEE a a os (”" ) 


mr 


== ver = Be Dim cos er) 
Nun ist z 
> ı(n) sin () —u 


ık—-n)=ı—n) 
= (= 1)4%) 
= y(n) 
die Glieder » und X = sich aufheben und da die bei geradem % 


vorhandene Glied n = , “ edenfalls verschwindet. Also ist 


0 m? 7 k 2nm ti 


Bann: 2e " Dune! ; 


DEE 1 Du 


folglich nach dem Ergebnis des vorigen Paragraphen, wenn kurz r(y) 
statt r(k,y) geschrieben wird, 


an) 


(2) = A 


eine von & unabhängige Konstante ist. Ich behaupte, daß dieselbe 
' den absoluten Betrag 1 hat. Nach der gefundenen N a 
ist, wenn man sie ni 

| PR?) 


anwendet, 
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ei 1 
also, falls man hierin # durch —- ersetzt, 


# (7) =E@WVE Fan) 
und daher 
Ba, = "EedVr Fa » 
- ae WIR), 
also, da #(x,y) nicht identisch O ist, 
el) —1. 


Nun ist &(%) zu &(x) Be es ist nämlich 


2rıni 


ed) z un)e ! 


konjugiert zu 


Din os a | 


und “ 
NER 
&(X) 7 yk ’ 
a. 
Daher ist 3 
1 = &(g)&(%) 
za | € ’ 
wie behauptet. “| 
2. Es sei nn 
A Da 3 | 
Dann ist 
_(mn+ik?rne 
(x, 7) Im I ee 


l=-o& 


STOP Tee a 


A=—--* 
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5 
Due) uln; ke) 
I BT Inc = si (N) 








mr 





er, ‚Im iR > ı(n) sin id *). 
Nun ist 5 
S 4 (n) cos I) =: 


v=\ 


denn die Glieder n und k — n heben sich auf, und das bei geradem % 


: k 
vorhandene Glied n= hat wegen 


> 
den verschwindenden Faktor (e) Daher ist 


min K Onmri 


erry)> er Sn Fame” har 


| 


_m? zt 


= 2 Dun) me kz 


EL) w(, 2) 








zyYhx 
Bel, 
 2y8 v(, 2); 
wo ar 
(7) = 2 
gesetzt ist. In dieser ee ist auch 
e@W)|=1; 


denn aus ihr folgt 
1 en pr — 
w(n, i) = e(g)aVx Pla, y), 
Ba, 1) = 27. :(WaVe Wa, 7) 


= .e()elk) Pla, d), 


492 XXX. Fortsetzbarkeit und Funktionalgleichung der Funktionen L,(s). 











also, weil P(x, y) nicht identisch verschwindet, 
&(4) &(X) sah 


und &(%) ist auch hier zu &(y) konjugiert, wie folgende Überlegung 
ergibt. Es ist 


I zni 


ea) = Date ° 


ae > ı(n) sın ai 





al 
konjugiert zu 
k Yrni 
. ana ae 
— 2 ı(n) sin —— = >. (n)e 
n=1 n=1 
er iX), 
also 
RR EEE ENR) 
konjugiert zu 
A ed) 
Vk Vk 


= el). 


In beiden Fällen läßt sich übrigens die Gleichung 


| &(X) | =|1, 
d. h. Eee 
EWIGE 
ve ® 
k 2rni 
|DIr(n)e * |=Vk 


Re 


ne i 
L 
1 
{ 


folgendermaßen direkt beweisen. Es werde für jede kte Einheitswurzel | 


2mri 


Nm eh (m = 0,17 k—1) 


die Summe j 
Sr) — Flm) 


gesetzt. Zu beweisen ist 


KR: I, 
PR nm)! , 


E 


k k 
= un)n; >> in) n, = 
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Wir betrachten nun für jedes m —=0,1,..-,k—1 den entspre- 
chenden Ausdruck 
I) 


k k 
= 2) Se 


EBTIOLR Sion ln y 


n=1 


(9; k) mi 
jedesmal g’ durch die Kongruenz 
qq’ =1 (mod. k) 


Wenn für 


bestimmt wird, so ist 
dr) =1, 


x) =xla); 
daher ist 


9m.) Dr), Zrn,; 
n q 


‚wo n und qg je ein Restsystem zu % teilerfremder Zahlen modulo k 
durchlaufen, also 


(2) 9(n,)=DSxna)n, "- 
Nn,q 


Nun ist, wie in $ 126 festgestellt wurde, für jedes m=0,1, ---, 


k—1 
Ffm) = m) FO), 
also 
0 für (m, k) >1, 
Im) = Fam) ws on) für (m,k)=1. 
Daher ist 


k—1 
(3) > I) = Pk) gm). 
Andererseits ist nach (2) 


= m) )-2 ung > RE) 


Bekanntlich ist 
(=%k für r=0(mod.k), 


Sn|_ —=( für r #0 (mod.k). 
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Daher ergibt sich 


Ki 

Son.) - Fran) 
- kr) 
=kp (k), 


also in Verbindung mit (3) 
p(k) gm) = kypik), 
9m) Ze k, 
was zu beweisen war. 
$ 128. 


Die Funktionen $(s,y) und die Funktionalgleichung 
für. L(s, y). 


Es sei immer noch y ein eigentlicher Charakter modulo k > 2. 


1. Es sei 
ı-)=1. 
Für 6 >1 folgt aus 
r()= fer. d& 
N 
@_wna 2 ARE", 
(Eee 
0 


die Gleichung 


4 BE ne 
0. 
N 


also durch Multiplikation mit y(n) und Summation, da alles absolut 
konvergiert, 


DT =, a > un)e * da: 


Es werde — vorläufig für 6 > 1 — die analytische Funktion &(s, x) 
von s (im vorliegenden Falle 1.) durch 


69-2) ’rÄ)LE 
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anne: dann ist also dort 


x 


= | Fana® "da 


0 
2. Es sei 


Me en 
Dann ist für o>1, wenn in (l) s+1 statt s geschrieben wird, 
a: nn s—1i 


BECore re 


also, wenn mit y(n) multipliziert und summiert wird, wegen der Kon- 
vergenz des Integrals der Summe der absoluten Beträge 








ax 
_n IL 


Per r() )L(s 2) fr? 2 Du) ne * da. 


n=1 
Es werde — vorläufig für 6> 1 — die analytische Funktion &(s, x) 
(im vorliegenden Falle 2.) durch 


s+1 


6-6) TCH)LEn 


definiert; dann ist für > 1 


oo 


= tfwa ne ® dr 
0 


R Von nun an kann ich beide Fälle in einen zusammenfassen. Ich 
definiere 
a=0 im Falle y—-1)=1, 


a=1 im Falle y-D)=-1, 
setze also in beiden Fällen für ce >1 


sta 


A) 'r(+Y)1269=:6n 


und habe in beiden Fällen für 6 >1 gefunden: 





oo 


(2) ICH AR wa, 


0 


496 XXX. Fortsetzbarkeit und Funktionalgleichung der Funktionen L,(s). 








Die Funktionalgleichung für ® in beiden Fällen läßt, sich jetzt so als 


eine Formel schreiben: 


(7) Ir 
(3) Bay) er # (7), 
wo 
el 
ist. 


Die rechte Seite von (2) werde nun in 


i sta sta 


in -ilwana* "aa+ılwmne: de 
0 1 





zerlegt. Nach (3) ist hierin 


Pen a 
Swan. ® : ar wl. iR) ® ee: 


af wo, CH 


1-— 1-sra 


of wi Da de, 


also 

ä ee er 

Y) :6n9-i[v@ne? art} af an, a 
T 


Nun ist die rechte Seite von (4) in jedem endlichen Gebiet der 
s-Ebene die gleichmäßige Grenze einer ganzen Funktion (nämlich der 
mit den oberen Integralgrenzen n statt oo entstehenden Funktion für 
7= %); &(s,y) ist also eine ganze Funktion, folglich 


a = >) 
ebenfalls, was wir im $ 124 auf anderem Wege schon bewiesen hatten. 
Zugleich ersieht man, daß im Falle a— 0 die Funktion L(s, y) für 
s=0, —2, —4 
verschwindet, im Falle a=1 für 
s=-—-1 —-3, —), 


j s+a 


L(s, X) =” () 





-—&(8, X) 
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und zwar von der ersten Ordnung plus der etwaigen Ordnung der 
Nullstelle von &(s, y) in dem betreffenden Punkt. Ferner: Die übrigen 
etwaigen Nullstellen von L(s,y) sind mit denen von &(s, x) identisch. 

Nun die Hauptsache! &(s,y), also L(s,y) genügt einer Funk- 
tionalgleichung. Wenn man nämlich in (4) 1—s statt s und zu- 
"gleich x statt y schreibt, so bekommt man 


1— Zero sta 


61-579) = Ve ; de wen "da 


. 86 ) ar 
da ja 
rn &(%) 
ist. Also ist 
(5) sr) =eWEl—- 5%), 
d.h: 


Die Funktion E& bleibt bis auf einen konstanten Faktor 
vom absoluten Betrage l ungeändert, wenn zugleich s durch 
1—s und y durch y ersetzt wird. 

Da L(s,x) sich nur um triviale (d.h. zu den klassischen ana- 
lytischen Funktionen gehörende) Faktoren von &(s,y) unterscheidet, 
so ist dies also eine Funktionalgleichung zwischen L(s,y) und 


L(l + 5%). 
Aus (5) folgt, da für 6 >1 
Ls,)=+9, 
also 
+ 
5(5,%) +0 
ist, daß für 6 <O 
(5,2) + 0 
ist. Alle Nullstellen von &(s, x) gehören also dem Streifen 
i | 0<o<si1 
an. Übrigens ist 
also 
&£1,)+9, 
sl, +0, 
0,4) +0. 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 32 
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L(s,y) hat also in der Halbebene 6 <O nur die trivialen Wurzeln 
erster Ordnung 
— 29 (g>1 und gan) füra=0, 
— (29 —1) (q>1 und ganz) füra=], 
zusammengefaßt 


a—2qg (q>1 und ganz); 


außerdem hat L(s) für a= 0 die Nullstelle erster Ordnung 0. Alle 
anderen etwaigen Nullstellen von ZL(s) gehören dem Streifen 


Zoo Sl 
an und sind von O0 und 1 verschieden. 
Übrigens ist — was aber für das nächstfolgende unerheblich 
ist — nach 8 115 für o=1 
Ls)+0, 
Also tun or] 
5(5x)+0, 
| &(52X)+0, 
folglich für 6 = 0 
| (s,)+ 0, 
also für o—=0, t20 
L(s,)+0. 


Alle nicht trivialen (d.h. von a— 2g nebst O für a=0 ver- 
schiedenen) Nullstellen von L(s, x) gehören also dem Streifen 


ei 


an. 


Einunddreißigstes Kapitel. 


Die Produktzerlegung der ganzen Funktionen L(s,y) bzw. 
(s— 1) L(s,y) für eigentliche und uneigentliche Charaktere. 





8 129. 
Hilfssätze über ganze Funktionen. 


Satz: Es sei 
et, 


SUR Ts eine Folge von unendlich vielen von Null ver- 
schiedenen komplexen Zahlen derart, daß bei allen d>0 
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oo oo 
> > 
TRUE Per I+0 
nn, Fr 


konvergiert. Dann genügt die ganze Funktion 


n-[Iu-9 


bei jedem ö>0 für alle hinreichend großenr=|x| und alle 
zugehörigen Amplituden der Ungleichung 


| ra <ei"”. 
Beweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei 
Be 














Es werde qg=g(r) für r > n als die kleinste ganze Zahl definiert, 
welche den Ungleichungen 
Aare r 


genügt, und das Produkt f(x), welches bekanntlich eine ganze Funk- 
tion definiert, werde in 


g+1 


oo 


fa) -]I (1-5). “]] ee 
ZEILCKH: 


zerlegt. Dann ist 





= er n 
NEE 
x sl 
2r SD — 
Tn 
n=1i 
=e 
q Öd 
3—-1+— 
1 
er 5 
ER +— 
Bun A. 
$ a z 1 
er r 4 > F) 
| 3 
<e ’n 


32* 
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f) 
$—-1+— 1 
4 
2r(@r) > : 
mi: 3 Fi 
=; Fn 
Oo 
+7 1 
(2r) 4 ,> 
n=1 + 
<e RR: 


Ö 
MEZ 





|w? 
1-ju| 
= 6 
2 ul 
Se 
In II, ist stets | 
| X | T 
1: 
RE, 
daher ıst 
oo 


A) 3 () 
Im Falle? 


ist daher 








ll e rn 5 


1) Übrigens würde es genügen, diesen Fall zu betrachten, da die Behaup- 
tung des Satzes mit jedem ö für jedes größere gilt. 
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also von einem gewissen r an 
3 
| | r 
J/ki<e 


2 


ö 
-r B 


2 


Im Falle 


ergibt sich aus (1) für r >1 weiter 


Für alle hinreichend großen r ist daher in jedem Falle 


fa@)|= IE IR 
Fe 
was von einem gewissen r an 
„I+0d 
e 
ist. 
Satz: Es sei g(x) eine ganze Funktion, 
0) +0 
und 
ER 
Ka)—Oe ), 
wo 
122.72 


ıst. Dann ist entweder 


9(x) = Ae”” 
oder 


v x 


g9(x) = ABSN _ =) en 


RL 
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oder 9(&) hat unendlich viele Wurzeln $,, für welche 


& De 


n—=1l 


bei jedem d>0 konvergiert, und es ist 
g9(8) = AT Si _ =. en 
n=1l 


d.h. in der Produktzerlegung genügen nicht nur im Produkt 
konvergenzerzeugende Faktoren ersten Grades (was aus der 
Konvergenz von (2) für d=2—% folgt), sondern vor dem 
Produkt steht alsdann auch nur eine lineare Funktion im 
Exponenten. 

Beweis: Ich zeige zunächst, daß im Falle unendlich vieler Wurzeln 
die Reihe (2) konvergiert. Die Wurzeln seien nach wachsenden ab- 
soluten Beträgen geordnet. Für irgend ein festes » werde 


a 


gesetzt. Dann ist für «& =Öör, nach Voraussetzung 


ut 


(% 


arm)? 

sa <a” , 
1 

Ig@ | _ ae" 
(Gar Bar 


also 


n log2 + log |g(0)| <loga + (3r,)”? 
<loga +9r?, 


also von einem gewissen n an 


BL 
Ir? es 
nF 7 
N 18 , 

1 
K 
1 1 
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folglich für d > 0 +0 n 
$ 
l 15 
„+0 SER 
n 3 





N 


womit die Konvergenz von (2) für alle d > 0 bewiesen ist. 
Da hiernach speziell 


n 


konvergiert, ist also im Falle unendlich vieler Wurzeln 


(8) = eo] ](1- 2), 
n=1 


wo k(x) eine ganze Funktion ist; im Falle endlich vieler Wurzeln ist 
jedenfalls 


(4) sa=-ea] f(1-;) 


im Falle keiner Wurzel 
(5) ga) = ee"), 
wo k(z) jedesmal ganz ist. Es bleibt zu beweisen, daß in (3), (4) 


und (5) k(x) eine lineare Funktion ist. 
Es werde in jedem der drei Fälle 


2 92) = Wfl“) 
gesetzt. 


Im Falle unendlich vieler Wurzeln ist also 


f(«) -] [\ı — )e 
und infolgedessen = 2 
Fa)f(—®) (0 = ei 3: Ze 5 
N 


eine ganze Funktion von y = x*, nämlich 


IIG- 3): 
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dieselbe hat die Wurzeln y = &?, für welche die Summe der reziproken 


2 
kleiner als 1. Deshalb gibt es bei gegebenem d > O nach dem ersten 
Satz des $ 74 unendlich viele Kreise um y=(), d. h. unendlich viele 
Kreise um x = (0), unter denen beliebig große vorkommen, so daß 

30 


TIG-% a. 
|n=1 ; 


rollzalze 


ist. Ferner ist nach dem vorigen Satz für alle hinreichend großen r 
. | ; ee) 
AR) =en ze 


r-n9\<e’*; 
folglich ist für passend gewählte beliebig große r 
ee 
2 | re ale. 
> Fa 


+0 


> e” 22 


Im Falle endlich vieler Wurzeln ist gewiß für alle hinreichend großen r 


DL | 
r@\- LI0=2) 


(+ ö)ten Potenzen bei jedem d > 0 absolut konvergiert. 2 ist 


d. h. 


also auch 





= 
Ben, 
SE 
im Falle keiner Wurzel für alle r > O0 
/a@)l=1 
> e-2r° +0 . 


In jedem Falle ist also für passend gewählte beliebig große r 
al 


ae? + >|gl«)] 
= 0 fla)| 


x) p-2r +0 
> RK) e- 27? + 
NRilz) <Ir?t’ + loga. 


Auf diesen Kreisen ist 
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Nach dem Schlußsatz des $ 73 ist also in 


ka) = I,a” 


n=0 


für alle n> 2 


was zu beweisen war. 


$ 150. 
Anwendung auf S(s,y). 


Ich behaupte, daß die einem eigentlichen Charakter modulo k > 1 
entsprechende Funktion 


&(s,%), 


welche nach $ 128 ganz ist und für s=(0O nicht verschwindet, die 
Voraussetzung des letzten Satzes erfüllt, sogar für alle $>1. Ich 
behaupte also, daß für jedes #$>1, |s|=r gesetzt, 


(1) &(s,x) = O(e”) 
ist. 
Wegen 
rel — 5%) 


brauche ich (1) nur für 6 > zu konstatieren. Nun ist 


sta 


em-=-F) I) LEr, 


also für 0 >} 





+0 x 
=) TED 
Hierin ist für o > $ n=1 
ee logr 
er 


ferner nach $ 75, falls nur bei gegebenem 6 >0 die Zahl » hin- 
reichend groß ist, 


Bern 


„+6 


ST; 
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Endlich ist für 0 >} 











- > 5 Ole a 7 
er 


— k&($)r. 
&(s, 2) = O(e'*””), 


Es) = Ile”). 
Nach dem zweiten Satz des vorigen Paragraphen ist also 


2) TODE BD ER 
pP 


wo im Falle unendlich vieler go 


1 
Se 
le 
für alle d > O0 konvergiert. 
Es ist leicht einzusehen, daß unendlich viele g vorhanden sind. 
Denn sonst wäre nach (2) für ein konstantes ec, 


&(s, 4) = 0(e’); 


n=1l 


Dies besagt 


also für alle#® >} 


wegen 
SE —.|<5 für s>2 
wäre also für reelles, ins Unendliche En: S 
s+a 
Ba al: 
re ni el, 2) L(s, X) 
Da O(e**), 
d. h. 
I(s) = O(e**), 
während doch z. B. für ganze s > 0 
T(s)=(s—1)! 
\e 2oeleznl) 
Er ers 


ist. 
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Damit ist auch die Existenz unendlich vieler nicht trivialer Null- 
stellen von L(s, y) bewiesen. 
Öb nicht vielleicht schon 
1 
(8) 2 le| 
konvergiert, d.h. im Produkt die konvergenzerzeugenden Faktoren 
ersten Grades unnötig sind, bleibe vorläufig dahingestellt. Es wird 
bald als Nebenresultat herausfallen, daß (3) divergiert. 
Aus (2) folgt für das zugehörige L(s, x) 





KL 2 
269-6) +4) ae] 7)e‘ 
9 0 
(4) — ae: HET El, > 2) I 
BE? 


Wenn man die kanonische Produktzerlegung der ganzen Funktion 
L(s,x) haben will, so hat man für a=0 zu setzen: 























1 a. F 
BEER ER 
r( 2 ) r(5) 
Cs 6) h%, 
2,8 5 an 
-](4..)e 
n= 
fürra=1 ıst 
SEEN. 1 
sta s+t1 
r( 2 ) r( 2 ) 
C(s+1) s+1 
ee Ehe " 2n 
II 2n 
a 8 2n+1 1 
2 Fe (1+ E58 ) aa nn 
Er ] 2n—1 
Tal 


oo 


>) N 
1 L 
C(s+1) FA 2)+ Ylüos(1r2)-53,) = a Eh 


n=ı\ Ei 5 ) 2n+1 
2 I esse ; 
oo 


s "2an+1 
id Be en 


n=0 


fer\ 
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daher ist jedenfalls ® 
/ ie 8: ERR 
(5) Lg - Ars T (1 - en, 


$ 


n 
mL 


wo s, alle von O verschiedenen Wurzeln von L(s,y) in beliebiger 
Reihenfolge durchläuft. 

(5) ist die kanonische Produktdarstellung von L(s, x); aber (4) 
ist für das Folgende viel praktischer, da die trivialen Wurzeln < 0 
von den mysteriösen Wurzeln im Streifen 


at 
(deren Existenz bewiesen wurde, deren genauere Lage aber ins tiefste 
Dunkel gehüllt ist) getrennt sind. 


Für einen beliebigen Nicht-Hauptcharakter, auch, wenn er un- 
eigentlich ist, haben wir in $ 125 konstatiert, dab 


L(s, x) Sk is =) L,(s, X) 


ist, wo Z, ein Z im obigen Sinne ist, für das also (4) und (5) gelten. 
Jeder der endlich vielen Faktoren 


ae > 

Dy 
ist offenbar 

7 O(e”), 
hat also — wie man natürlich bei der übersichtlichen Lage der 
Wurzeln auch direkter beweisen kann — nach dem zweiten Satz des 
8 129 im Falle e,+1 die Produktgestalt 

er | | 1— a er, 
m ) 


im Falle e,=1 die Produktgestalt 


© $ 
S Fe 
Aye®*®s (1 = = \e®. 
in 
n=]1 
Daher ist hier nach (4) und in Verallgemeinerung von (4) 


DJ SER L(s, = a — st] (1 — 23.8, 


er 


1) Ich schreibe wieder a, b, A und ® an der betreffenden Stelle. 
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wo D die Anzahl der &,—= 1 bezeichnet und o in beliebiger Reihen- 
folge alle diejenigen Nullstellen von Z(s, y) durchläuft, welche von O 


1 
und allen Nullstellen von — — —— verschieden sind; ferner ist nach 


en) 





| 2 
(5) und diese Relation (5) enthaltend 


(7) L(s,y) = VrsinTf(i —) Ben 


gl 


wo s, in beliebiger Reihenfolge alle von Null verschiedenen Null- 
stellen von L(s, y) durchläuft. 
(6) und (7) gelten also für jeden Nicht-Hauptcharakter modulo X. 
Nun genügt zufolge der Funktionalgleichung des $128 für Z,(s, X) 
unser allgemeines L(s,y) folgender Funktionalgleichung. Es möge 
der Nicht-Haupteharakter y den eigentlichen Charakter X modulo X %k 
liefern, der eo ipso gleichfalls Nicht-Hauptcharakter ist; jedenfalls ist 


Ar): 


Es bedeute a den Wert O oder 1, je nachdem xy(—1)=1 oder 
—= — 1 ist. Wird dann 


c s+ra 


(8) L(s, x) -I [1 = (Z) FE X) 


=1 k 
» 2 


gesetzt, so ist 
(ee il-5%, 


1 


ist. Das ist eben eine Funktionalgleichung zwischen L(s,y) und 
L1-52%). 


Um nun auch den Hauptcharakter in die Formeln einzubeziehen, 
so ıst für ıhn 
1 
L(s, 2) = 1 (1 —)8@). 


Hierin ıst das Produkt vorn auch von der Gestalt 


wo 


ce 


II-3 


v—ı 


1) Wenn x selbst schon eigentlich ist, ist eben X=k. 
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Über &(s) hatten wir in $ 70 bewiesen, daß die Funktion 


6-9 Kgr(2)a 3-86) 
= &(8,%) 


eine ganze Funktion ist, die bei der Vertauschung von s mit 1—8 
ungeändert bleibt, also gewiß die Relation 


ACH A EI Eu 


ei) —=1 
erfüllt. Also gilt für den Hauptcharakter das Analogon zu (8), wenn 


mit 


rechts noch der Faktor En hinzutritt. Für den Hauptcharakter 
ist eben mit X =1,a=0 


sta ® 
ö +0 
8,\/" 2 1 2 / 
L(s, % HEN N (7) (+9) &(s, X) s(— 1)’ 
ei 92 
es sind nach den Sätzen des $ 76 ‚auch die Analoga zu (6) und (7) 
gültig, wenn rechts der Faktor eg y) hinzutritt. 


Um nun zum Schluß für alle % Charaktere eine einzige Formel 
aufzustellen, definiere ich 
b=1 für den Hauptcharakter, 
b= 0 für alle anderen Charaktere, 


schreibe wieder L,(s) oder noch kürzer L(s) statt L(s,y), auch &(s) 
statt &(s,y) und habe somit als Gesamtergebnis dieses Kapitels gefunden: 
Es ist 


c s+a 
(9) L(s) = re Al - 5) (3) ä €) &(s), 
dr 2 


worin die Buchstaben folgende Bedeutung haben: 





a=0 oder l, 
b’= O'oder”T, 
c>0O und ganz, 
KIk 


die p, Primzahlen, 
die &, Einheitswurzeln, 


$ 130. Anwendung auf &(s, x). 51l 











&(s) eine ganze Funktion mit der Funktionalgleichung 
5 (s) 1 s&(l Eu $), 
wo &(s) die dem L(s) mit zu y konjugiertem Charakter ent- 
sprechende Funktion und & eine Konstante vom absoluten 
Betrage 1 ist. 
Es ist | } 
ee Ara 
(10) Li) = 540 MER FI) 
2 g 
wo d die Anzahl” der ez,=1 ist und o alle Nullstellen von 
L(s) durchläuft, welche nicht <O sind. 
Es ist er ‘ 


L(s) = Fe sl es er 


n=\i 








wos, alle von Null verschiedenen Nullstellen von L(s) durch- 
läuft. 
Der Nenner s für den Hauptcharakter tritt natürlich nur schein- 


bar auf, da er sich gegen die Nullstelle von (+4) forthebt. 
IR. E 

2 
Aus der Funktionalgleichung folgt noch 


e()=-—.E(l-s), 
eo) _ _EU—9 
&(s) &a — 8) 








Zweiunddreißigstes Kapitel. 


beweis des Nichtverschwindens von L,(s) in einem gewissen Teile 
des kritischen Streifens mit Anwendung auf das Primzahlproblem. 





s 131. 
Abgrenzung des Gebietes. 


Aus der zuletzt mit (10) bezeichneten Formel folgt für jede ein- 
zelne der h Funktionen L,(s) (“<=1,:-:-,h) 
1) Wenn man an die Entstehung der &, denkt, so sieht man: d ist die 


Anzahl der Primfaktoren p von %, für welche 


e Xp—1 
ist. 
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ee ne) Fe (u 


wo o alle Nullstellen von L(s) im Streifen O<o<1 exkl. der (even- 
tuell vorhandenen) Nullstelle s = O durchläuft. Also ist für 1<o<2, 
t>2 nach dem Satz des $ 77 


RD Er zen (- en 











L(s) 
Ra E m, „— mtti 
Serge N, 
m. 
p,m 
1 1 
<- IR 5 ® ) ber 
R 
h BEE an ERS a ß E 
“ IE Denen tetn)tiletta 
% 
Hieraus folgt zunächst wegen 


| a RER 9 I. 
oe Rrr 
für 1<0o<2, 122 


1 
(2) N (— T, N) <glogt+t a. 


(4, 6, usw. seien gleich so gewählt, daß dieselben Konstanten für alle 
h Funktionen L(s) gelten. 

Ferner sei ß + yi eine bestimmte Wurzel mit y>2. Dann ist 
für 1<o<2 nach (1) 





>.0 





_L(+7% 1 1 
Ren) < opt tlogr+ 
also 
1 log PR (y(p”) pr! 
np slogy + a SEE: BE ul. 
p,m 
Nun sei 


At+QCoSsp+:+a,cosnpgZ>0 
eine beliebige Cosinus-Ungleichung im Sinne der $$ 65 und 79, also 
identisch erfüllt und den Nebenbedingungen 
<n<a, ZN, el a,„Z0d 
genügend. Es werde für (N,k)=1 
N ar 
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gesetzt, wo (N) bis auf ein willkürliches additives Vielfaches von 
‚2 bestimmt ist. Es möge nun für (N, )=1 


Hol) = > £ Be = ee, 


X(n) (N) Dx Nee 22 N 
definiert werden und für (N,k)>1 
Kl) z N = 0 


Xm(N) = ER N) —0 


gesetzt werden. Dann sind offenbar 
4e) ee Xm(N) 


auch Charaktere modulo %k. Nunmehr ergibt sich, wenn die zugehörigen 
Funktionen" mit 
9, Lu) 


bezeichnet werden, für 1<o<2, wenn in &’ nur die nicht in % auf- 
gehenden Primzahlen aufgenommen werden, 


Mm 


"log p cos (a (p”) — my log p) 
5 <tlogy+a WO Ze 





pm 


‚ogp ( — + .n cos (2ulp”)—2mylogp)—+ + "cos (na(py—n mylogp)) 
1 























logy+c+ > | - ee ee mo 
p 
185 BES RD ı 2 lospro(@) ... mg STIOEPzm(e") 
i rn ae mat ale Say) 15 pe m(otnyd) 
p,m p,m p,m 
| ME) (mer) I)" ( Lm(setny 2). 
keree, a, $(6) @ N Lo(6 + 2y% “ La(e+nyi) 


Auf jede der Funktionen Z,,(s), -*-, Z,(8) ist (2) anwendbar. Für alle 
Wurzeln des L(s) mit > = 2 und für 1<o<2 ist also 





u art In 
ch SR er EN log y. 
Daraus En wörtlich wie in $ 79: Für jedes 
BEE RT I Dee 





2 (ya, — Va) 


1) Unter diesen können selbstverständlich gleiche vorkommen. 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 33 
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gibt es ein f,, so dab für x = 1,4. n, 1 >40, 02 Tori 
L(s) #0 

ist. Aus Symmetriegründen ist auch für <—t, 62 1— z ee) 
L(s) =. 

Es hat also nach $ 79 z. B. 

a = 20 

diese Eigenschaft. 
$ 132. 


Anwendung auf das Primzahlproblem. 
Sets: Wenn B>0 ist, ist fürs—1, ee 
|L(s)| <c;logt. 


Beweis: Für «= 1 folgt dies aus dem ersten Satz des $ 80 wegen 


L(s) = IIG — a) &(s). 


p'k 


Für <=2,---, h ist von einem gewissen ? an (und zwar für 


t> e’) im obigen Gebiete o > 0, also 


14 © 


->, n” +2 RZ er 


1 n=t+1 


an en >, Sn) (G Er Be! Ex rp 


OD (12 m de = 


n=i+1l,, 5 








= O(logt) + 01) + 0(7) 
= OÖ (logt), 
wie behauptet. 
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Nunmehr folgt wörtlich wie in $ 80, daß, wenn ein positives «@ 
die Eigenschaft am Ende ux $ 131 hat ars z. B. a = 20 leistet) und 
1, > 3 Ist, für jedes b en im Gebiete t>4, 6 >1— Dr 


ws | 
| an | Der logdt 


ist; Z, werde > e?” gewählt, damit dies Gebiet der Halbebene o > z 


angehört. . 
. Es sei nun (A, l) = 1 und die Progression ky +! gegeben. Aus 
der für 6 >1 gültigen Relation (vgl. $ 118) 


K(s) - > Ep 
1 Li) logp 
= SER 1 1,(D L,(s) = p"® 


mZ2 


folgt, daß bei jedem D< - für 1 >1, o>1-— in 7 die Funktion 





K(s) regulär und 
IK) < log? | 
ist; ferner hat X(s) nach $ 118 für s= 1 einen Pol erster Ordnung 


mit dem Residuum 3 und ist sonst für 6 = 1 regulär. 


Wörtlich wie in $ 81 ergibt sich also hier, daß für jedes « < 7 
a 


O(x) = & % + Olxe Y'**) ‘ 
1 
"Rn 


II(&) = — Li(x) + Olxe yehise ) 


ist. 
Es ist also z. B. 
ee 
I2)= a Li(&) + O(ze-Y"**) 
und sogar 


Il(x) = Li(z) + Ozean ler); 


33° 
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Dreiunddreißigstes Kapitel. 


Die genaue Primzahlformel für die aritlımetische Progression. 


8 133. 


L(s) 


Hilfssatz über T6)' 


Ich will nun analog zum Kapitel 19 eine genaue Formel für die 

mit II(®) eng verwandte Funktion entwickeln: 
”H 

(1) m’ 
rl 
p"<z 
wo für = p das letzte Glied nur mal zu zählen ist. Zur Ab- 
wechselung schlage ich dabei einen etwas anderen Weg ein. Ich 
mache nicht den Umweg über die zu F(x,r) analogen Summen, muß 
aber dafür bei der Anwendung des Cauchyschen Satzes vorsichtiger 
sein, da der Integrand in dem betreffenden Rechteck nicht eindeutig ist. 

Statt (1) braucht nur für jeden Charakter 

fo) Ta) =D, 
De 
betrachtet zu werden, da ja der Ausdruck (1) 
h 


1 Sr 
et Da FAU) f(@, X.) 


Be! 


108 Le) 


ms 
m 
p,m pP 


eine eindeutige reguläre Funktion und nach $ 86 für >0 
2+Ti 
2xif(x) = lim f ®° 109 L(s)ds. 
en 
Satz: Füro<—1,|! >1undfüro=—z+0(@=3,5,T,.--) 


ist. 


Es ıst für o >1 





ıst 
Le) 
|L(e) 





=.0.10843%: 
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Beweis: Nach der Formel (9) des $ 130 ist 

















L(s) b 6 1 r (5°) 

RER ERS ENIE e,1ogp, 1 2 8 (8) 

L(s) =;lgg; s s—1l +2 =. 2 ae E” &(s) ’ 
„- 2 














I b b 5,1 le ) BAL 
s) 7 e,logp, 2 '1—s) 
Tas ts > ee] ( 8 ER 


also unter Benutzung der Funktionalgleichung 


ee Lor 


EE-H 
wenn L(s) die dem konjugierten Charakter entsprechende Funktion 
bezeichnet, 


























a) 
L'(E—e) 1] Be & ehe. 1 
LA—9 7% a; Tz 4 2,n tr) 

2 
I SER ze 
1 TC &, logp, ER. s 
A erzen N 2 en) Le) 

w— I 2 

















c 4 

7 e,l0g Pr +35 ‚logp, PN BEL OEN BEREE. 

log + Ir, 2,— 8, 2 FE >, r(*) L (s) 
v= 











2 2 
Nun ıst 
(+) at r = rt) sin (x (23 +9)) 
re) EI ( 2 2 2 
ET re) r(-3=*) Den 
TC 2 
ua 


AR I'‘(s) cos 


— a) 
m 


3 


T'‘(s) cos ee 


2" Iyn i 
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alte or in 2) ee a 


Bes 








(s— a) 
2 





+ log 2. 


Hierin ist, wenn die Abschätzung sich auf wachsendes |s bezieht, für 
o>2 nach $ 82 


30, = Oleg sl); 
ferner ist füri<—1 


ri(o-a+tte) 


e 
r ri(0 — EB 











für > 1 also ebenfalls 
a SR 


und fürro=4—-,6—-1,::-,1+2—a, .-- nebt 2<S0 ist 





It a En BE 2. 
| ”= | war BE 
a 


füro=1+2z—aß=3,5,:--.),t>0 also ebenfalls 


s—a)r | 


'tg- Age PER 
Ferner ist für 6 > 2 


S jemn | Sub, 
, 3 


v=1 wer I — 








| CR c 


| Den |< > Top, 
pP —E,| 2m: 


w—A vr=1 
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und 





(2) liefert also für 6 >2, t{ >1 und fürro=1+z2-—a, 0 


ae 
L(1— 


in” = O (log 's|), 


folglich für co <— 1, Sn 1 und für o=— 244,120 


= 0O(leg1l-—s;) 
= Ollog, s|), 


was zu beweisen war. 


s 194. 
Hilfssätze über N(T). 


Es sei jetzt N(7') die Anzahl der Nullstellen o von L(s), deren 
Ordinate zwischen 0 (exkl.) und 7 (inkl.) liegt. Zwar liegen jetzt 
die Nullstellen nicht symmetrisch zur reellen Achse; aber es genügt 
doch, die Nullstellen in der oberen Halbebene zu betrachten, da ja 
auf Ger reellen Achse zwischen O0 und 1 keine oder nur endlich viele 
liegen und die Nullstellen in der unteren Halbebene konjugiert zu 


denen von L(s) in der oberen Halbebene sind. 
Satz 1: Es ist 
NT+1)—- N(T)=0O(lgT). 
Daraus folgt, daß auch im Ordinatenintervall — 7 (exkl.) bis 
— (T +1) (inkl.) nur O(log7) Nullstellen liegen. 


Beweis: Nach der schon in $ 131 für einen anderen Zweck be- 
nutzten Identität 


N 1 
A) en ER are) 














sta 
a: Ee 20 tat Fe 


Der 
2 i 
{| 
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Für s=2-+ Ti ist also 
1 1 | 
> er) = O(logT). 


0 
Daraus folgt wörtlich wie in $ 84 der Satz 1 und auch die beiden 
folgenden Sätze: 
Satz 2: 
| a, — O (los T), 
ITorizi 
Satz 3: Fürs=6+ Ti, — 1<so<2 ist 


Det) 0 


Aus Symmetriegründen ist auch firs=6— Ti, -1<o<2 


DS +5) = 000g T). 


|-7-rj21 





$ 135. 
Die Zahlen 7, und Hilfssatz über log L(s). 

Nun mögen wie in $ 85 Zahlen 7, (g=2, 3, -.:) eingeführt 
werden, wo 9<7,<g-+1 ist; hier ist darauf zu achten, daß 7, 
und — 7, von jeder Nullstellenordinate mindestens den Abstand Ser, 
2 7 
haben, was eben nach dem Satz 1 des $ 134 erreichbar ist. 

Nachdem ich diese Zahlen fixiert gedacht habe, beweise ich den 

Satz: 1. Wenn man die für 6>1 reguläre Funktion 


(2") 
log L(s) = ir Ta 
p, m 


längs der Ordinate 7,(g=2,3,.---) oder der Ordinate — 7, 
nach links fortsetzt, ist füro<23, = T, bzw. 6<23,t=-—T, 


log L(s)| < (3 — 0) log?is!. | 
2. Wenn man für ungerades z>3 den gefundenen Wert von 
log HZ a 


längs der Vertikalen o=— (z— a) nach unten fortsetzt, ist 
Für e IB Al 19 


logL(s)|<«(@+ 7,)log’(@ + T,). 





. 
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Beweis: 1. Für -1<o<2,t=XT, ist nach der Formel (1) 
des $ 134 


Bio bh H (5) u ee PR 
Base rer er 


9 p 














wo|E 7, —y|>1in >, <1lin &” ist. Rechts sind die drei ersten 

Glieder O(1), das vierte O(log|s|), das fünfte nach dem Satz 3 des 

vorigen Paragraphen auch O(log s|); das sechste hat nach Satz 1 des 

vorigen Paragraphen O(log7,) Glieder, die nach Definition der 7'- 

Zahlen ne O(logT',) aan einel <so<s2,t=+T, 
Ba <a 


Füro<—1,i=-+T, ist nach dem Satz des $ 133 


OR <alog's| 





re lareısı 
Für o<2,i=-+T, ıst also 
ıL(s 
I < .c,log? |s|. 





Nun ist 


L 
log L(s)| = log L(2 7?) as; 
3+T 


auf dem Wege von s nach 2 + 7, ist der ST ehnz Betrag des Inte- 
granden 
< «log? (Max.(|s|, |2+7:|)) 
<log?ls|, 
also 
logL(is) <a +(2— o)alog’isı 
<6(3 — o)log?is. 
2. Fürro—=—z+qa, ,>:>—T, ist daher, wenn der Satz des 
$ 155 nochmals angewendet wird, 


IC IT EEE EDEN AO 
w) | 
—2+a+Tyi 
<a(a+2—a)log|—sta+ Ti 227 alog|—-z+a+Ti:| 
<al&+ T log? EL, 


wo, wie erforderlich, c, von z und g unabhängig ist, 
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$ 136. 
Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes. 
Es sei nun >1,g eine ganze Zahl >2, 2 eine ungerade Zahl 
>3. Der Cauchysche Satz werde auf den Integranden "log L(s) 


und bei positivem Umlauf auf das Rechteck mit den Ecken 2+T, 1, 
—2+0+T,i angewendet, welches längs jeder Horizontalen =? (Y Z0) 
im Ordinatenintervall (— 7, 7), welche mindestens eine Nullstelle 
von L(s) enthält, von -2+a+ yi bis zu der am weitesten rechts 
gelegenen Nullstelle aufgeschnitten ist, längs der reellen Achse von 
—2-+a im Falle des Hauptcharakters bis 1, im Falle eines Nicht- 
Hauptcharakters bis O oder bis zu der größten positiven Nullstelle, 
falls es welche gibt. Dann ist der Integrand im Innern dieses ein- 
fach zusammenhängenden Bereiches regulär. Auf dem Rande hat er 
den Pol (für 1-a+d— b=0) bzw. (für 1-a+d—5b>0) die 
algebraisch-logarithmische Unendlichkeitsstelle s— 0 und als logarith- 
mische Unendlichkeitsstellen: | 

{. Für den Haupteharakter s=1 (sonst nicht), 

9. die etwa vorhandenen reellen Nullstellen von L(s) zwischen Ö 
(exkl.) und 1 (exkl.), 


35 —-2+,—-44+49:.., —2|,|+0e- er 


4. die o, für welche - 7,<y<0 oder O<y<T, ıst. 

Bei der Anwendung des Cauchyschen Satzes darf, wenn beide 
Ufer jedes Sehnittes durchlaufen werden, in jede ‚logarithmische Ver- 
zweigungsstelle (also in die Punkte obiger vier Kategorien) hinein 
integriert werden; nur beim Punkt O0 ist nach oben und unten ein 
Umweg zu machen; d. h. er werde nach oben und unten durch je 
einen Halbkreis (um ihn) mit dem Radius ö vermieden, wo ö so klein 


\ 


gewählt sei, daß jede andere singuläre Stelle außerhalb bleibt. 
Der Cauchysche Satz gibt für den Gesamtumlauf 


[£1826) ds—U. 


Es mögen auf dem Schnitt mit positiver oder negativer Ordi- 
nate y gleich allgemein, von links nach rechts betrachtet, die ver- 
schiedenen Nullstellen ‘@,, ::-, e, mit den Ordnungen A, », 1 
liegen. Da 


v 


log L(s) — 410g (s — 0,) (n — 15.55 v) 
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in 0, regulär ist, so lautet, wenn go, den Endpunkt — z+a 2 yi des 
Schnittes bezeichnet, der ei beide Ufer der Teilstrecke von o,_, bis 
0, bezügliche Beitrag zum Integral 


In 
RN RR jZas; 
In—1 


das Integral über beide Ufer des ganzen Schnittes ist also 


ß, 0, 
ein) Ka #06) - => [ “as, 
-z+a+yi = batY =z+a+Yi 


über alle oe mit der Ordinate y Be wobei ee. o entspre- 
chend oft zu zählen sind. 
Beim Schnitt längs der reellen Achse bewirkt jede negative Null- 


stelle — 29 +a (4 = a BR 5) auch den entsprechenden Beitrag 


er 
2mil ds; 
ee 
2 en BER 
für jede rechts von 0 gelegene Nullstelle r (wo mehrfache r mehrfach 
zu zählen sind) liefert die Strecke —2+a bis r (exkl. — 6 bis 0) 
ebenso den Beitrag 


(1) 2ei( [Zus fen) 
> Zr 3 
für 1 tritt, da 
log L(s) +blog(s — 1) 
dort regulär ist, der Beitrag 


(2) BERGE af za) ‚ds 


-z+a 
- auf. Außerdem ist für den Punkt 0, welcher Nullstelle (1—a+pd—b)ter 
Ordnung von L(s) ist, der Beitrag 
0 
2) . X 
(3) Brit at" ds 
ta 


1) Natürlich kann 1— a+d — b=0 sein, nämlich frra=0,b=1, 
Do ud fra—=ı, b=0,d=0. 
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zum horizontalen Schnitt in Anrechnung zu bringen. Endlich ist für 
die beiden Halbkreise um O0 hinzuzufügen: 
2 


ö 
(4) yE log L(s) ds ab log L(s)ds, 
9 


wo im ersten Integral der obere, im zweiten der untere Halbkreis 
gemeint ist (während die obigen Integrale 


63 
8 
Ss 


alle geradlinig zu verstehen sind). 

Der horizontale Schnitt (inkl. der beiden Halbkreise) liefert also, 
da das Resultat von 6 unabhängig ist und da für zu O abmehmendes 
ö der Ausdruck (1) und der Ausdruck (2), also auch die Summe der 
Ausdrücke (3), (4) einen Limes hat, den Beitrag 


—29+0 
‘ x x" 
2ri >, — 48 
g=1 _,+a 
+ 2ri Slim ( je ds + Sas) —2aibiim (ia + [ as) 
ö=0 & d=0 
& -:+4 —z+4 
Ö —d Kr; 
+ lim (Senat ie1gar+ air fe) 
d=0 \e a 


Was den letzten lim in (5) betrifft, so läßt er sich zunächst im 
ö=0 


Falle 1—a+d— b= 0 folgendermaßen berechnen. Er lautet dann 
6 


e 
Iim ( [ "og L(s)ds + x log L()ds); 
EL en 


L(0) ist nicht 0, jeder Zweig log_L(s) also in der Nähe von s— 0 
regulär; log L(0) bezeichne den Wert, welchen die Funktion bei Fort- 
setzung längs der reellen Achse aus der Halbebene 6 > 1 heraus und 
bei Vermeidung der etwa vorhandenen singulären Punkte 1 und rt 
durch Umwege nach oben annimmt. Dann ist in der Nähe von s= 0 
beim ersten Integral | 


log L(s) =leg LO) + ms +Wg®+::', 
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beim zweiten, wenn e die Anzahl der positiven Nullstellen von L(s) 
bezeichnet, 


log L(s) = log L(0) —- 2(e -b)aitus+S°+::--, 
also beim ersten Integral | 
$ 1 JE: 
log L(s) an Dee Herne 
beim zweiten 


“ jog L(s) >% log L(0) — 2(e — b)wi 


S 





EEE Hass ar 


daher hat das erste Integral den Grenzwert 
Ö F) 
lim | Zlog L(s)ds = lim log Z(0) f ai 
oo, ° d=0 en 


—= — log L(O)x:i, 
das zweite den Grenzwert 
E —d 
2 z A ds 
lım je log L(s)ds = lim (log L(0) — 2(e — Di) | — 
d=0y °® d=0 ai 
— — (log L(0) — 2(e — b)ai) mi. 
Der letzte Limes in (5) ist also im Falle Z(0) + 0 
2ri(— log LO) + (e — b)mi). 
Im Falle 
LiON)= 0; 
d. h. 
| 1—-a+d-b>0 
ist in der Umgebung von s=0 oben 
logL)=(t-a+d— b)lgesti+tau sts +:--, 


wo logs den Wert oben bezeichnet und 


er lim (log L()— 1—a+d — blogs) 
.=0 


bei Fortsetzung längs der reellen Achse nach O0 hin mit Ausbuch- 
tungen nach oben um die vorangehenden etwaigen singulären Punkte 
ist. In der Umgebung von s= (0 ist unten 


bgL(s)= (Al -ard—b)lgs+A— 2e-Da)tustms’+t--, 
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wo re Fan Wert i unten oihaae a, ıst oben 


“ 10g.L(8) a ein= logs+ \ "+Bt+hs+:: 





unten 
en. 
= log em tpst 
Also ist der letzte Limes in (5) 
=r) 
2ril-A+le—-Ha)+l—ard— an .(f \ogsds+2mif © ds), 
= A0 
Hierin ist 
=) os : —d er) 
lim (Jrosas +23 | ds) — lim (ftas ® 2ni | as) 
o=0 WW, 8 Br ö=0 $ ea 
-Öd 
= lım (J [PIE PER + 2m | “as) 
d=0 = det ee 
er 


lim ( [ion + gi)dp-+ Be 
d=0 8 


2 a 


— 2 +0 


Der Gesamtbeitrag des horizontalen Schnittes mit Halbkreisen 
ist also in jedem Fall, wenn ı die reellen Wurzeln >0 von L(s) 
durchläuft, unter denen e positiv seien, 


-2g+a 


> jew - N a CB ds + [2as) ds 
6 
2.9) en 1 = Oo A 
m (de ds ne 'ds) + 2ri(— log _L(0) + (e bi), 


wo ım Falle 


L(0) = 0 


’ 
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unter dem sinnlosen, dem Gliede oder den Gliedern r=0 ent- 
sprechenden Komplex 


2 lim (fe as+ [2a ds) — log L(0) 
=0 
ep) 


zu verstehen ist: 


a 
lim ( I) f:as a2 10g L(0)). 
BE nn 
In der Tat trıtt im Falle 
L(0) = 0 


an Stelle jenes Komplexes der Ausdruck auf: 


si 
te 2° 
—i+(l-ıa+ 8 Slim (10 + (as) 


= 20 


= — lim (log L(&)— (1—a+d-—b) log8)-(1-a+d-Hlim(—10g0+ | Ya) 
0=0 ö=0 y 


u 


0 
x 
= lim (a —a+d — fa = log L(0)) 


d=0 


m > E "ds -10gL(6)). 


Es mögen von jetzt ab unter o nur die nicht reellen Wurzeln 
verstanden werden, also die r ausgesondert bleiben. Dann hat die 
Anwendung des Cauchyschen Satzes ergeben: Falls I, II, III, IV, 
von 2— T,i an nach oben gerechnet, die vier Rechteckseiten be- 
deuten, dabei III ohne die inzwischen zu durchlaufenden Schnitte, 
so ist 


0 a  -2g+Ha 
2 a ; > x” 
Bi (= 2 [las + 2xi — ds 
en WW Tg <Y<T, rar yYi q=1l_:4a 
(6) 0 1 


nn) t 
N im (far + as) 2ribim ( at + f2a) 
u d=0 S S d=0 Ss Ss 
% —z+a Ö — tg } 
+ 2ri(—- log LO) + ee — bDiri), 


wo ım Falle 


L(0) = 
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der Punkt O nach den früheren Festsetzungen 1 —a+ b — b)mal als r 
gerechnet wird (e aber doch nur die Anzahl der > 0 bezeichnet) 
und unter dem alsdann sinnlosen Dub aa 


(1-a+d-—b) nr (fa + Fra) — log L(0) 


=2 +0 
der Grenzwert . . 
lim (a —a+d— » [Tas — 10g.L(8)) 
ei Se 
für positives abnehmendes ö verstanden wird, wo log_L(ö) den Wert 
am oberen Ufer bezeichnet. 


8 137. 
Grenzübergang == x. 


Ich gehe nun in der Formel (6) des vorigen Paragraphen zur 
Grenze z— ® über, wo z ungerade Werte durchläuft. I ist von 2 
unabhängig. Auf III bezeichnet log L(s) den Wert beim zweiten 
Teile des Satzes aus $ 135 mit einem Fehler, der absolut genommen 
höchstens das 2xfache der Wurzelzahl im Rechteck, d. h. 


<22(NT)+N(D)+5g+e +10 +0 


ist, wo N (7) die Anzahl der Nullstellen von L(s) mit positiver Or- 
A Beil, bezeichnet. Daher ist auf Ill 


; FlogL(g) | 


# EN RR log? @+ 1942 N I) + 2u.N (1) FreEZE 
er »+%((@+ T)log®’@ +7) + NIJ+N (7). 


Der Integrand hat also gleichmäßig für z2= ® den Limes 0; da die 
Weglänge von 2 unabhängig ist, hat das Integral den Limes 0. 
Ich behaupte ferner, daß die Integrale über II und IV fürz—= x 
je einen Limes besitzen und einfach über die unendlichen Geraden 
t=+T, von 6=2bis 6 =— oo erstreckt werden können. In der 
Tat ist Ach dem ersten Teil des Satzes aus $ 155 für = + T,, o<2 


63 


() = 10g L(s) < 758 — o)log?|s] 
< cu (3 — 6). 
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Ferner konvergiert in der Formel (6) des vorigen Paragraphen 
rechts jedes der endlich vielen Glieder 


x 
= ®s 
—-z+a+yi 
gegen 
Q 
nee: : SR 
- ds = Li(a2) ai, 
-o+Yyi 


je nachdem 7 >0 oder y <O ist, desgleichen jedes der endlich vielen 
Glieder | 


0° 
lim ( [as ir ds) 
— 70 
gegen 
bi(z*) 
Ferner konvergiert 
Er 1 
lim ( Sia +/a) 
d=0 g 
+a 0) 
gegen 
Li(x). 


Endlich ist, da alle Elemente negativ sind, 





FJ 
0° u 
lim > —ds = > — ds 
ER s s 
g=1 -z+a gq=1-» 
oo 
= „(= 2at au 
= — > — du 
U 
g=11 





zn 
ylogyy?’—1) 


x 
x 


--[ dy 
Y yıtlogyy’—1) 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 34 
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Der Grenzübergang 2 = ® hat also sen 


| — pH 192) + D(Lieae) + ci) SE i- ee, — 








-T,<y<T, 
(2) +2 Li(«*) —log_L(0) + (e— b)ri 
2—-T,i 2+T,i -@+T,i 
el Gr enges |? (ou Pte) as log L(s)ds) 
-©-T,i 2+7, 5 


Hierin bedeutet im Falle 
L()=0 
der sinnlose Komplex 
(1—-a+d— b)Li(x°) — log L(0) 


den Grenzwert Re 
im((1-a+d- DfFas- 108 L(8)); 
ö=0 e y 


derselbe kann auch in dıe Form 


lim (1 —a+d— b) Lita) — log L(6)) 
0=0 


gesetzt werden; in der Tat We 


lim er "ds — Li(@)) — 0 


8 138. 
Grenzübergang = oo und Endformel. 


Jetzt gehe ich zur Grenze g= © über. Das zweite Integral auf 
der rechten Seite von $ 157, (2) konvergiert nach $ 133 gegen 2mif(x). 


1) Denn es ist 


Lig) — lim (Serfze) 
& 
’ns i Ö 
Sa zie) - m ( f ds fra) ds 


—0o 


dies hat für d = 0 den Limes 0, da für U &> 0 


also 


ist. ” 
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Das erste und dritte Integral rechts konvergieren gegen Null, da nach 
.$ 137, (1) auf dem Wege 


og Lo) <a (3—06)log?|s| 


log? T 
n 2°(8 7%, 6), 





< Cs 


also der Wert jedes der beiden Integrale absolut genommen 


Der: 


on, [20 0)do 
I 


ist, was für 9g— © den Limes Ö hat. 
Daher erhalte ich 
x) = bLi(x) — lim Li(x%) Fri 
f(@) im ) 


x -T,<y<IT, 
x 


er zer N ‚(pi e 
ee 1) m) N a 





da hiermit die Existenz von 

lim  D(Liia) Fi) 

g=% —I,<Y<T, 
bewiesen ist, folgt nunmehr leicht die Konvergenz der nach absolut 
wachsenden » geordneten Reihe 


D(Liay) Fi); 

P 

denn es ist 

lim , D|Li(ae) E xi|= 0 
g9=» ys|ylss+i 


wegen 
g 


| Like) Fri = AZ as 


—-o+yi 
1 
[02 
</Üao 
STer.6d 
x 


+ glog & 
und Satz 1 des $ 134. 
34* 
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Damit ist die Endformel bewiesen: 
—-hbLDi Li(x2 Ve 
fla) = bie) - lien Fr) + an 
— I Lit) + Ye LO) + —-e)m:, 


wo, um es nochmals zu sagen, im Falle 


L(0) = 0 
— (1-a+d-b)Li(a) + log L(0) 


unter 
der Grenzwert 


lim (— (1 —a-+d - b) Zi(@) + log L()) 
d=0 


zu verstehen ist und a, b, d, e folgende Bedeutungen haben: 

a=0 für 1—-)=]1, 

a=1füry-)=-I1; 

= 1 für den Hauptcharakter, 
b=0 für jeden anderen Charakter; 
d = der Anzahl derjenigen in k aufgehenden Primzahlen, für welche 
X(p)=1 ist; 

e = der Anzahl der positiven Wurzeln von L(s), 
und wo log L(0) bzw. log _L(6) den Wert bei Fortsetzung längs der 
reellen Achse mit Ausbuchtungen nach oben um die singulären Punkte 
bezeichnet. 





Vierunddreißigstes Kapitel. 


Genauere Abschätzung von N(7). 





$ 139. 
Reduktion auf N,(T). 
Ich will jetzt N(7) analog zum Kapitel 20 möglichst genau ab- 


schätzen. Für den Hauptcharakter ist offenbar N(7) das alte N(7) 


plus der Anzahl der Wurzeln der endlich vielen Faktoren 
m 
p 
mit positiver Ordinate < 7; da jeder solche Faktor 


log p 
&2740() 


2. 
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Nullstellen im ÖOrdinatenintervall 


Der<T 
hat, ist : 
h 1 + log (2m) — I log p, 
NT)=-,-TlogT — u T+0O(logT). 








Dasselbe Resultat 
N(T) = TlogT + AT + O(logT) 


mit konstantem A werde ich für jedes andere L(s) erhalten. Da die 
Anzahl der Nullstellen von 


ım Ördinatenintervall 


VW 


Slogp, 
NEL HEN 


27 


offenbar 





ist, habe ich also nur zu beweisen, daß die Anzahl N,(7) der Null- 
stellen o von &(s) mit positiver Ordinate < 7’ die Gestalt hat: 


N(T)=; TlogT + A,T + O(log T), 


wo A, eine Konstante ist, die ich überdies bestimmen werde. 
Darin liegt speziell enthalten, daß 


Zac 


über alle Wurzeln von &(s) erstreckt, divergiert, wie in $ 130 ange- 
kündigt wurde und sich im übrigen auch direkt beweisen ließe). 





1) Im Falle der Konvergenz jener Reihe wäre nämlich, |s| = r gesetzt, 
LIe-2lsLIe+n) 
p 9 x 
7% t 
> el 
ei ; 





IA 


also nach $ 130, (2) 
is) = Ole), 
woraus wie dort ein Widerspruch folgt. 
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Ss 140. 
Beweis des Satzes über N,(7). 


Es darf ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenommen 
werden, daß 7 keine Nullstellenordinate ist. 0>0 sei kleiner als 
alle positiven Nullstellenordinaten gewählt. Dann ist 


E 9 
2z2N,(T) = € , ® 
wo das Integral in positivem Sinne über das Rechteck mit den Ecken 
2+6i, 2+ Ti, -—1+Ti —1+ di erstreckt ist. 
Das untere Stück (—1+06i-.-2+6i) ist von 7 unabhängig. 
Auf dem rechten Stück (2 +6dti---2+ Ti) ist wegen der aus 
$ 130, (9) fließenden Identität (b ist hier 0) 


(1) a & log 7 2 Sl 1 m 


nach dem Satz 3 des $ 90 über I‘(s) und, weil er 


zweite Glied rechts absolut konvergente Dirichletsche Reihen sind, 





EB (8) 


2) 
Red TE | 
8) 











links und das 


2+Ti 2+Ti 
8) 5 (8) 
3) Te 9 KDEEy ET 3 
23+di 
T 2 
| -— — I Tlog= 42 lo O(log T). 
Auf dem linken Stück (-1+ Tri-.- —1-+ di) ist wegen 
ee) __EU-N 
&(9) E1—9 
—1+di 
(9) \ fro 
E) ds=0(1)+S Es) ds 
-1+Ti -1+Ti 
AN, 
e oe 
Bee: 


oe 3/ = ds, 


Ti 
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also nach der obigen Rechnung, die natürlich in der unteren Halb- 


ebene ebenso verläuft, 
1 zu 2 gi 7 \ 
zen 31085 0027). 





Auf dem horizontalen Stück oben (2 + 7%. --—1+ Ti) ist, wenn 
o alle Wurzeln von $ (s) durchläuft, nach $ 130, (2) 


ent )) 


En (++ era 








Aber SR — O(logT), 


also, ale hier o im Gegensatz zu $ 134 nur die Wurzeln von £ (s), 


nicht auch die von R 
| (1 Ei a) 
Pp, 


v=1i 


(exkl. eventuell s= 0) durchläuft, hier (wie beim Satz 5 dort) auf 
dem horizontalen Wege 








1 1 $ 
33 Be ) = O(logT); 
I7-yl21 
ferner hat i j 
+ = 
PAGZ 2 
nur O(log7) Glieder, so daß 
117% Ba 
a —3 
aD 6..+)) 
2+Ti ber rY\ı< PR let 2+Ti 
| = V(logT) 
ist. Das obere Stück liefert also den Beitrag 
| 0 (log T) 
und damit die Endformel 
1-+ log 





| DER) > — TlogT- T+0O(logT). 


2m 


Achter Teil. 


Anwendungen der Theorie der Primzahlen in einer 
arithmetischen Progression. 


Fünfunddreißigstes Kapitel. 


Über die Zerlegung der Zahlen in Quadrate. 


8 141. 


Hilfssätze aus der Theorie der definiten binären quadratischen 
Formen. 


In diesem Kapitel und in den zwei nächsten, welche ja nur Bei- 
spiele für die Anwendbarkeit der Primzahlthesrie sein sollen und 
später nicht weiter benutzt werden, mache ich ausnahmsweise Ge- 
brauch von der — in jedem Tährkuone der niederen Zahlentheorie 
behandelten — Theorie der quadratischen Reste. Aus einem in den 
elementaren Lehrbüchern nicht behandelten Kapitel, dem von der Re- 
duktion der definiten ternären quadratischen Formen, entwickle ich ın 
extenso alles, was ich hier brauche; da ich zur Einführung doch aus 
der Theorie der definiten binären quadratischen Formen das Erforder- 
liche analog beweise, braucht dem Leser über binäre quadratische 
Formen (wenngleich sie in den Elementen behandelt zu werden pflegen) 
nichts bekannt zu sein. 

Definition: Wenn a,b,c ganze Zahlen, x und y ganzzahlige 
Variable sind, heißt 


ax? +2bxy-+ cy? 
eine binäre quadratische Form und wird mit 
bezeichnet. Ga 
Führt man statt x und y neue Variable durch die Gleichungen 
mit ganzzahligen Koeffizienten 
w=u5+ Pr, 
RER. y-ySston 


1) Es liegt wohl keine Gefahr der Verwechselung mit der Bezeichnung 
(u, v) des größten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen vor. 
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ein, so wird 
aa +2bay+cy’—a(aö+Pßn)+2b(aö+Pßn)(yE+sn)+elp&+on)? 
—(aa’+2bay+cy?)E°+2(aaß+b(«ö+BY)+eyö)&n+(aß?+2bBd+c6?)n?; 
d. h. durch die Substitution 

«Pß 

\ ; 


geht die Form (a, b, c) in (a, db’, c”) über, wo zur Abkürzung 
a = aa? + 2bay + cy}, 
"= aaß + b(ad +Pßy) + cyÖ, 
ce = aß? + 2bBo + cö? 


gesetzt ist. In der Sprache des Matrizenkalküls schreibt man dafür 
kürzer und eleganter 


@ Wale ra] 


kurz 
dab: ab 
wageh 8 
Ge 3 I .) 


wo S’ die aus S transponierte Substitution bezeichnet; in der Tat 


1st ja a’= o(a« +by) +y(be + cy), 
b’— (aß + bd) + y(bB + cö) 
— B(aa + by) + d(ba + cy), 
ce = ß(aß + bd) + d(bPB + cd). 
Wenn 
re ab 
Sr 








die Diskriminante® der Form (a, b, c) genannt wird, ist also für die 
Form (a, b’, ec’) 














ab «Bl? 
ide) pol 
Insbesondere: Wenn die Substitutionsdeterminante 
& 
p — 1 
yoö 








1) Es ist für die folgende Anwendung auf ternäre Formen zweckmäßig, 
hier ac— b? statt des in der niederen Zahlentheorie üblichen be — «a? als Dis- 
kriminante zu bezeichnen. 
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ist, ist 

i DS). 

Definition: Zwei Formen (a, b, c), (a’, b’, e’) heißen äqui- 
valent, wenn es eine Substitution 


W 
-(,.) 

yo 
_ mit der Determinante 1 gibt, durch welche die erste in die 
zweite übergeht. 


Diese Definition ist offenbar symmetrisch; denn aus (1) folgt 
im Falle 





da alsdann 


ist, die Gleichung 


wo auch 
| | 
ey & | 
ist. Nach dem Vorangehenden haben äquivalente Formen jedenfalls 
dieselbe Diskriminante. 


Die Definition der Äquivalenz erfüllt ferner die Bedingung, dab 
jede Form sich selbst äquivalent ist; denn (a, b, e) geht durch die 


Substitution ( f) in sich über: 


01 
( DE al )-6 .): 
0 1/16 CIXO STIER BEE 
Es besteht ferner der 
Satz: Wenn zwei Formen einer dritten äquivalent sind, 
sind sie untereinander äquivalent. | 
Beweis: Es seien (a, b, c), (a’, b’, c’), (@”, b”, e”) die Formen. 
Die Substitution $ führe (a, b, c) in (a’, b’, ec‘) über; die Substitution 
T führe (a’, b’, ec’) in (a”, b”, ce”) über. $ und 7 sollen die De-” 


terminante 1 haben. Dann ergibt sich 
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ab ‚(ab 
( ’ ) 2 8 ( 2 
Da e ed 
ab ab’ 
I -r7(% FR 
K C ) cd 


re (car 


‚(ab 
2 T) & 2) Gl 
wo ST eine ganzzahlige Substitution mit der Determinante 1 ist. 
Alle Formen der Diskriminante D zerfallen also in Klassen äqui- 
valenter Formen. 


Zwei äquivalente Formen stellen gewiß dieselben Zahlen dar. 
Uns interessiert hier nur der Fall 

















VERS 
d. h. 
ac—B>dO. 
Alsdann ist stets 
Get, cell 
ferner 
a(aax? +2bxy-+ cy?) = (ax + by)? + Dy? 
0; 


die quadratische Form stellt also außer O0 entweder nur positive oder 
nur negative Zahlen dar, je nach dem Vorzeichen von a; sie stellt O 
nur für =0,y=( dar. Es genügt, den ersteren Fall zu betrachten, 
da mit (a, b,c) die Form (—a, —b, —c) dieselbe Diskriminante hat. 
Umgekehrt ist ausschließlich im Falle 
DER 
die Form so beschaffen, daß sie nur Zahlen > 0 darstellt und die 
Zahl O nur für das eine Wertsystem 
0, y=0; 
dies folgt unmittelbar aus 
a(ax? +2bxy + cy?) = (ax + by)’ + Dy®. 
Im Falle 
Bl 
sprechen wir von definit-positiven (binären ganzzahligen quadratischen), 
kurz definiten Formen positiver Diskriminante®. 


1) Definit-positiv, d.h. beständig >0 wäre jede Form, die den Bedingungen 
D>20,a>0.odr D=0, a=0, c>0 genügt. 
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Satz: Jede definite Form (a, b, e) positiver Diskriminante 
ist äquivalent zu mindestens einer Form (a', b’, ec’), wo 


2 <a <e 
ist. 
Beweis: Es sei a” die kleinste positive durch die gegebene Form 
darstellbare Zahl. Dann gibt es zwei ganze Zahlen «, y, so daß 


a’ = aa +2bay + cy? 


ist. Hierin sind « und y teilerfremd; denn, wenn sie einen gemein- 
samen Teiler d > 1 hätten, so wäre 


als) +27 "+e(2) 


durch die gegebene Form darstellbar, also a” nicht die kleinste solche 
Zahl. 
Es sind daher ß und ö so bestimmbar, daß 


«IS — By=1 


& 
ist. Durch die Substitution .) geht also (a, b, c) in (a,b, c" 


über, wo a” die kleinste positive darstellbare Zahl ist. Nun werde 


auf (a, b”, c”) eine Substitution k { ) angewendet, die jedenfalls 


die Determinante 1 hat und in der über 8” noch verfügt werden 
wird. Sie liefert (a’, b’, ec’), wo 


L- Sr (6. 
h* ee RT 4 b” 


ist. Der erste Koeffizient a’ bleibt also die kleinste darstellbare Zahl. 
Ich kann über ß” so verfügen, dab 


ist. Da c” durch (a, b’, ce’) darstellbar ist, ist 


EEE NL 
daher ist 
2 dv’ | sa’<sce; 


also sind die verlangten Ungleichungen erfüllt. 
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Definition: Eine definite Form (a, b, c) positiver Dis- 
kriminante heißt reduziert, wenn 


210) Za<.e 

1st. RE 
Wir haben also bewiesen, daß jede Form mindestens einer redu- 

zierten äquivalent ist, d. h., daß jede Klasse mindestens eine reduzierte 


Form enthält. 
Satz: In jeder reduzierten Form ist 


a<-, VD. 


Beweis: Aus 


ac—b=D 


folgt nach den Reduktionsrelationen 
a?<ac 
-=b’+D 


Speziell für 


ist also bei jeder reduzierten Form 


Q 
IA 
I» 


w| 
ne 


SER 
IA AM 
lm w|ia el 


| 


= 

| 
DE 
+ Se 
fer 





no 
| 


=: 
d. h. es gibt nur eine reduzierte Form der Diskriminante 1, nämlich 
(1, 0, 1). Jede durch eine Form der Diskriminante 1 darstellbare 
positive Zahl ist daher durch die Form x? + y? darstellbar, d. h. in 
zwei Quadrate zerlegbar. 
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Das genügt für uns; um aber nicht an der interessantesten Stelle 
dieser Theorie een möchte ich doch dem in der Theorie der 
quadratischen Formen nicht bewanderten Leser mitteilen, daß der 


letzte Satz wegen 


2|b|<a 
VD, 
ee 


[47 


II 


c 


unmittelbar liefert: Zu jedem D>0O gibt es nur endlich viele redu- 
zierte Formen; folglich ist die Klassenzahl der zu einer gegebenen 
positiven Diskriminante gehörigen definiten binären quadratischen 


Formen endlich. 


Ss 142. 
Hilfssätze über definite ternäre quadratische F'ormen. 


Definition: Wenn 
Ayy Ag Ag 
Öbgy Ogg Agz 
\ Psı @ga. Ags 
eine symmetrische Matrix ist, in der also 


Ag = Ay, Ag — Asyı, Agz — Asp 


rc 


ist, heißt 
3 
Sa, U, = a + 209%, 4 Ag + 20,50% 4 2a 0 


ur=1 


eine ternäre quadratische Form. 
Koeffizienten und Variable sind bei den vorliegenden Betrach- 


tungen ganze Zahlen. 
Durch die Substitution 


En 
S=| Gg One Gss |, 
Mi al} ne nr 
deren Elemente ganzzahlig seien, d. h. durch die Gleiehungen 
% = 04151 + 1965 + Os$5, 
SE RE i 
% — Oy15, + Qgabn + gabs, + 


By = Uyy55 4 Usgbg + Apgbz 


re SR 
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geht die Form in die neue Form 


Sa; BE, 


wv=l 
über, wo | 
F r£ ’ 
d,, Ayo Az A, Ayo Az 
[4 r ’ 
(1) A; Ay Ay | = S’| Ayı Ayy Ay; | 5 
7 ! [4 
Ay; Ug, Asz, Az; Ayg (gg 
ist, wie aus 
3 
” 
— AuyPuRr 2 u Zac Zunnbı 
u,v=i uw,v=1 
’ 
do = SAH ci, 


unmittelbar ersichtlich ist. 
Wenn 
dr Ag As 
Ag; Ay Ay = D 
\ Agı Iyg Asz | 


gesetzt und die Diskriminante der Form genannt wird, ist im Falle 


9 > 
die Diskriminante der neuen Form 
D’=1-D-1 
—)J). 


Definition: Zwei Formen heißen äquivalent, wenn es eine 


Substitution der Determinante 1 gibt, welche die eine in 


die andere überführt. 
Aquivalente Formen haben also dieselbe Diskriminante; in der 


Definition der Äquivalenz treten beide Formen gleichberechtigt auf, 
da aus (1) offenbar 


d,ı Aa Ass My Ya us 
er ı ! ! A; Es] 
Ag; Agg Ag | = (ST!) | Ayı App Ay; | 8 
! Je ’ 
Ag] Agg (gg Azı Ayo Os; 
folst und 
Ba 


| ist, 


Wie bei binären Formen erfüllt auch hier die Definition der 


- Äquivalenz die ferneren Bedingungen: 


EN 
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1. Jede Form ist zu sich selbst äquivalent. 





2. Zwei Formen, die einer dritten äquivalent sind, sind unter | 


einander äquivalent. 
Alle Formen der Diskriminante D zerfallen also in Klassen äqui- 
valenter Formen. 
Zwei äquivalente Formen stellen natürlich dieselben Zahlen dar. 
Es sei nun eine gegebene Form 


3 
Fa, Lg, %,) = ZU, 2uR, 
I Bela 


so beschaffen, daß sie nur Zahlen > O0 darstellt und die Zahl O nur 
für das eine Wertsystem 
0,0, 9-0. 
Wann tritt dies en? Es ist 
Ay, F= (01% + s% + 450)" + (Ay1 gg — M12)25 
+ 2(Q7Qy5 — Aypız)Ep%y + (Ayılys — @45)R5- 
Notwendig ist 
>; 
denn a,, ist eine darstellbare Zahl, also >0, und, wenn 
4, = 0 
wäre, so wäre O auch für 
zz =-1l,2%=-09, =-0 
darstellbar. Es muß ferner 
(G,1@; — a2,) 02 + 2 (11 y5 — Ayalıs)LgXg + (Ayıdlgg — a1,)%3 


eine definite positive binäre Form mit positiver Diskriminante sein; 


denn, wäre diese Form einmal <0, ohne daß x, und x, beide ver- | 
schwinden, so träte dies gewiß auch für ein solches System ein, für das 


Ay1%ı + Ayo%gt Ast; — 0 
nach x, ganzzahlig auflösbar wäre; F wäre also entweder negativer 
Werte fähig oder, ohne daß gleichzeitig 
eu =—d 
ist, des Wertes 0 fähig. Folglich ist notwendig: 
ihn) Mer | 
2) 99a — a, > 0, 


3) Die Diskriminante der quadratischen Form > 0. 


e 


8 142. Hilfssätze über definite ternäre quadratische Formen. 545 








Offenbar sind diese Bedingungen 1), 2), 3) zusammen auch hin- 
reichend. 
Die Diskriminante der quadratischen Form ist 


He IN Ei 2 
(Ay1 dag — 3) (Ay1Qy5 — 13) — (Array — A125) 
ST Er 2 2 2 2 2 22 2 22 
— A Op Az — Ay M15 lg; — Ay, 99 015 + 5015 — A103; + 20 A915 lag — 5, 


1 2 2 Re: g 
—=(4, (Ay Og9 Agg — A135 4 24151393 — Ai, lg REN) 


=4ıD. 
Die Bedingungen lauten also: 
1) a, >0, 
2 > 
27292, 05 


3) |Agı gg Ag >0. 





Satz: Jede ternäre Form, welche nur dann verschwindet, 
wenn alle Variabeln O sind, und sonst positiv ist, ist min- 
destens einer Form 


3 

F(&, 3? &;) - 34, Be 

äquivalent, wo | 

4 De 

WE <zVD, 
2a, |< a1; 


2la, | Sa. 
ıst und 


a1 — (a6 + Auadg + 91585)” 


eine reduzierte quadratische Form ist. 

Beweis; Man kann zunächst die gegebene Form durch eine er- 
setzen, in welcher der erste Koeffizient die kleinste darstellbare posi- 
tive Zahl ist. Denn, wenn a,, diese Zahl ist, so sind die darstellenden 
Bahlen 644, &s,, .%, in 

’ 
a Fe, &ı, Rs) 


teilerfremd, da sonst schon 


= (d>1) 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 35 
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darstellbar wäre. Hierzu sind also die sechs anderen «,, so bestimm- 
bar, dab 


0% ya %ıs 

(ig gg Oz $ 

Oz; gg Rz 
eine Substitution mit der Determinante 1 ist. Denn, wenn der größte ; 
gemeinsame Teiler von «,, und «,, { 


(1, 5) = 9 

. .. ’ 

gesetzt wird, so bestimme man zunächst «,, und «,, So, dab 
la — ke lt = I 


ist, und, was wegen 


(9, 1) =1 


möglich ist, % und q so, dab 











9k—yg—1 
ist. Dann ist 

| 0% 

ı%&ı & PN 

| &jg9 &sı 1 %s2 

| &s = (em: — ug) + k(aa — (of 

DR U See 
— kg — 40, | 
L 

== 1. 4 


Die gegebene Form ist also einer Form | 


3 
@G = > ydu %y ! 


u,v=l1l 


äquivalent, in der a/, die kleinste darstellbare positive Zahl ist. Auf 


@ wende ich nun eine Substitution i 
ARE | 
0 «PB ie 
0yo6 
an, wo 
eöo—Py=1 


ist; sie hat die Determinante 1, was auch r und s seien. In der aus ‘ 
@ entstehenden Form 


3 
De Sa, „u = 


wv=l 


ea 


ONE DEN 7 
; 
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ist insbesondere 


[4 


4, = 4 


= ! 14 
Io = ra, TAT Ylız 


R 
A, = sa, er Pa;s as O5, 
also 
F2 ! 
A + Arado + As; = Ad T %yolg + Arzt. 
Es ist 


a, 6 (&5,%5,%3) = (Ü,%ı + 5% + @,%,)- + einer definiten quadratischen 
Form in z,,%, mit positiver Diskriminante, 


Aufl ,&,8) = (Aısı + lied + 355) + einer definiten quadratischen 
> Form in &,,8, mit positiver Diskriminante; 


& 
durch die Substitution (Ü ') geht jene quadratische Form von %5,%; 


in diese quadratische Form von &,, &, über. Über «, ß, y, d kann so 
verfügt werden, daß diese quadratische Form in &,, $, 


(Goa — a2,)EE + 2(Q1 5 — Aynlyo)&aäg + (Ars — Ar)E 
reduziert ist. Da sie die Diskriminante a,,D hat, ist alsdann 
2 1933 — Guss | S Ayıüyy — a, < 0,109: — AR, 
Ag — 4, S -_ AD. 


y3 


Alsdann kann man r so bestimmen, daß 


|&ıs| = ra, + st Yünz, 


tt 
ist, und s so, daB 
! N; .l | 
Is | = 154, + Pa, + 00,| 


Lese 
En 


4 


ist. Da a,, die kleinste darstellbare positive Zahl und a,, auch dar- 
stellbar ist, ist 
Ayı S Agp, 

35* 
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folglich 
a1, < Qy1Agg 


+2 TR 2 
Ze Bien Aa * aa 


5 Vin D bi 7 Mi 


Damit ist der Satz bewiesen; er liefert natürlich die Endliehkeit 
der Klassenzahl; denn er läßt bei gegebenem D nur endlich viele 
Systeme @,,, Aa, 4, zu und alsdann nach der Theorie der binären 
Formen für | 
yy gg — Ag, Ayılloz — Aygllyz, Ayılyg — Os; 


also für Q5, Ag; Ay, nur endlich viele Wertsysteme. 

Wir brauchen aber nur den Fall D=1. 

Satz: Jede ternäre Form der Diskriminante 1 von &,, 
fg, %, welche nur dann verschwindet, wenn = =; = 0 
ist, und sonst positiv ist, ist der Bon 82 +82 +82 äqui- 
len d.h. jede durch eine solche Form dareieliig Zahl 
ist in dr ei Quadrate zerlegbar. 

Beweis: Die gegebene Form ist nach dem vorigen Datz einer 
Form F Aduiralens, in der 


a 


3? 
also 
4, = IF 
ferner 
2 |Qıa | = 1, 
2\0,5\<[1, 
also 
(dyg = 0, 
Ay, = 0 B 


ist und überdies 
a, F— (A154 Aade + 5 E05 2 0g3&955 + Qgs53 


eine reduzierte quadratische Form der Diskriminante 1 ist. Nach $ 141 
kann also nur : 
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Ag = r 
Ag =V, 
dh. ae, 
F=&8?+82+8 
seln. 


8 143. 
Über die Zerlegung der Zahlen in zwei Quadrate. 


Die Sätze dieses Paragraphen lassen sich ohne die Theorie der 
quadratischen Formen beweisen; zur Vorbereitung auf das folgende 
gebe ich jedoch mit Absicht die vorliegenden Beweise. 

Satz: Wenn eine positive ganze Zahl in zwei Quadrate 
zerlegbar, d. h. durch die Form x? +y? darstellbar ist, ent- 
hält sie keinen Primfaktor 4m +3 in ungerader Potenz. 

Beweis: Wenn 

2 +y?=0 (mod. p”) 
ist, wo 
p=3 (mod. 4) 
und 
w>l 


ist, so sind & und y durch p teilbar. Denn sonst wäre keine beider 
Zahlen durch » teilbar, also, wenn z durch 


ye=1 (mod. p) 


(22)? +1=0 (mod. p), 


bestimmt wird, 


Es ist also, 


gesetzt, _ 

+ -rrn) 

also x? + y? durch »p? teilbar. Wenn noch 
en, = 05 (mod. pP) 


‚ist, ergibt sich ebenso: &°-+n? ist durch p%, also z°-+ y? durch pf 
teilbar usw. ©? -+y? kann also nicht genau durch eine ungerade 
Potenz von p teilbar sein. 
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Umgekehrt gilt der 
Satz: Wenn die positive Zahl n keinen Primfaktor 
4m -+3 in ungerader Potenz enthält, ist n in zwei Quadrate 


zerlegbar: nat. 


Beweis: n hat nach Voraussetzung die Gestalt v’n,, wo n, keinen 
Primfaktor 4m + 3 und überhaupt kein Primzahlquadrat enthält. 
— 1 ist also quadratischer Rest von n,; d. h. die Kongruenz 

— 1=2?(mod.n,) 
ist lösbar: 
nn, —1=3%, 
N ——l. 
Folglich ist (n,, 2, n,) eine quadratische Form der Diskriminante 1, also 
äquivalent zu (1,0, 1); da n, durch erstere darstellbar ist, ist n, durch 
letztere darstellbar: 2 2 
= + 9% 
n = (v2) + @M)’ 
- ty. 


Daher ist 


g 144. 
Über die Zerlegung der Zahlen in drei Quadrate. 


Satz: Wenn n in drei Quadrate zerlegbar ist, hat n nicht 
die Gestalt 8m +7, auch nicht 48m +7), 2(8m+T), -», 
48m +7). 

Beweis: 1) na=8m-+7 ist nicht durch die Form x? + y? + 2° 
darstellbar, da jedes Quadrat modulo 8 einen der Reste 0,1,4 läßt 
und die Summe von drei Quadraten modulo 8 nur kongruent sein 
kann zu: 


0+-0+0=0, 
0+0+1=1, 
0+-1+1=2, 
1+1+1=35, 
0+0+4=4, 
0+4+4=0, 
4+4+4=4, 
1+1+4=6, 
1+4+4=1, 
0+1+4=5, 


also nie =7 seın kann. 
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2) Wenn für en a>1 
n=4(8m+N =" +yfP+2 
ist, so zeigt die obige Tabelle, daß x, y, z gerade sein müssen; also wäre 
4 IE +D= ty +2, 
Sm tT= ty +2. 
Umgekehrt besteht der 
Satz: Wenn die positive Zahl» nicht die Gestalt 4($m +7) 
(a>0) hat, ist n in drei Quadrate zerlegbar. 
Beweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit darf n als un- 
gerade oder als das Doppelte einer ungeraden Zahl angenommen 


werden; denn mit » ist die Behauptung für 4», 16n, --- bewiesen. 
Es darf also ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenommen werden: 


n=1,2,3, 5, 6 (mod. 8). 


Es ist nach $ 142 nur nötig, zu beweisen, daß es eine nur für 
ei 7 a N) en sonst positive ternäre Form 


Sa, ww L, 


av=1l 


der Diskriminante 1 gibt, durch die » darstellbar ist; denn dann ist » durch 
&+8&-+83 darstellbar. Es sollen also die vier Relationen erfüllt sein: 


IR 2 2 2 
Nn—=Q,% + 20,5%,% + Aa9X%5 + 20,3% % 4 20gglg X + Ag503, 
a1 >, 
2 


| 
WIERLELGE: 





Ay, Agplg; —1. 








Oz; Ay9 Ag; 
Es wird sogar mit 
2-1, 00-0 —1 


gehen. Dann muß sein: 








933} 
a,>0, 
Ayla — U, > 0, 
Ayo 1 
Ay 0 | — (Alp — Msn — au —1, 


| 1 0a, 
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d.h. 208 
A— 449 — A, >0, 
a = An—1. 
Hierin ist noch für n>1 (dee Wetn=]1 ist trivial) 
4, >00 
eine Folge der beiden anderen Relationen, da aus 
A>d 
folgt: 
in —ı 
>} 
A419 >, 
0 


Es soll also sein: 
| A= 4, — A, >0$, 
.=4An—1. 

Das sind zwei Bestimmungsrelationen mit ganzzahligen Unbekannten. 
Die erste sagt bloß aus: 4 ist >O und — 4 ist quadratischer Rest 
von Ass. Ich habe also lediglich zu beweisen: 

Es gibt bei gegebenem n, falls » >1 ist und modulo 8 einen 
der Reste 1,2, 3,5, 6 läßt, ein 4>0 derart, dab — 4 quadratischer 
Rest von In —1 ıst. 


1. Es sei 
n=2 oder 6(mod.8). 


Dann werde ich sogar zeigen: Es gibt eine ungerade Primzahl 
9y=An-1, 
wo 4 ungerade ist, derart, dab 
— 4 
59 
1st. 
Da 4 ungerade sein soll, ist jedenfalls erforderlich, daß 


p=1(mod.4) 
ist; für jedes solche p ist 


2 ui u en ee ee ea n 
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Es ist also nur nötig, | 
A=4v+]1 
so zu wählen, dab 
An—1l1=(4v+1n-—1 
—=4nvtn—1 
eine Primzahl ist, und das ist wegen 


(An,n—1)=1 


‚nach dem Satz von der arithmetischen Progression möglich. 


2. Es sei 
n=1 oder 3 oder 5 (mod.B8). 


Dann werde ich zeigen: Es gibt eine ungerade Primzahl p, so daß 
2p=An—|1 
nnd — 1 quadratischer Rest von p, also auch von 2p ist, d. h., daß 


59-: 
1st. 


Damit überhaupt 4n — 1 das Doppelte einer ungeraden Zahl ist, 
Eu modulo 8 werden: 


« . =3.odee 7” fürn=l, 
A=1lode5 fürn=5, 
A=NXoderd3 fürn=). 
Für das in jeder der drei letzten Zeilen erstgenannte 1 ist jedesmal 
p=1(mod.4), 


für das letztgenannte 
p=3(mod.4). 


Jedenfalls ist wegen 


ee: ee 
u ER As = 
-(-1n° °°6 
p-1 »-14-1 Li 


I 10% RE 8 (2) 
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-14+41 2-1 4-1 
z EN + —— 





(a 
für n = 1(mod.8), 4=3(mod.8): p= 1(mod.4), ee: 
für n = 3 (mod. 8), 4 = 1(mod.8): p= 1(mod.4), (==) = 
für n = 5 (mod. 8), 4=3(mod.8): p=3 (mod.4), (7, 


Es ist also nur zu zeigen, daß in der Zahlklasse 
An "Je 1), 


wo 4 seine Werte 8»+. (e=1 bzw. e=5) durchläuft, d.h. unter 
den Zahlen 
4vn + ne —1) 


eine Primzahl vorkommt. Das folgt aus dem Satz von der Existenz 
unendlich vieler Primzahlen in jeder arithmetischen Progression ky-+ I 
mit teilerfremden %, !; es ist hier wirklich } 


(An, sne—d)=1; 





denn 
(4n, 3ne— 1) =d 
gibt, da - ungerade ist, 
din, 
dne-—1, 
Dr 
% 
dr 


Der behauptete Satz ist also vollständig bewiesen. | 

Aus ihm folgt leicht, daß jede positive Zahl » in vier Quadrate 
zerlegbar ist (was übrigens direkt viel leichter zu beweisen geht); 
denn, wenn n nicht die Form 4°(8m + 7) hat, ist » sogar in drei 
Quadrate zerlegbar; wenn 2 


n=8m-+T 
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ist, ist gewiß n — 1 nach dem vorigen Satz in drei Quadrate zerleg- 
bar, also n in vier Quadrate; wenn 


n = 4°(8m + 7) 


ist, ist nach “dem soeben Bewiesenen 
N N” 
ERREICHTE 
in vier Quadrate zerlegbar, also auch n. 
Für das Folgende mache ich noch besonders darauf aufmerksam, 
daß nach dem Bewiesenen die positiven Zahlen folgender zwölf Rest- 
klassen modulo 16 sämtlich in drei Quadrate zerlegbar sind: 


n=1, 2, 3, 4 5, 6, 8, 9, 10, 11, 13, 14 (mod. 16). 
In der Tat sind die Zahlen =1, 3, 5, 9, 11, 13 ungerade und nicht 
von der Form 8m +7, die Zahlen =2, 6, 10, 14 Doppelte von 


ungeraden Zahlen, die Zahlen =4, 8 das Vierfache einer Zahl 4v +1, 
4v + 2, also gewiß nicht von der Gestalt 4°(8m + 7). 





Sechsunddreißigstes Kapitel. 
Über die Zerlegung der Zahlen in Kuben. 


s 145. 
Einleitung und Hilfssätze. 


Unter Benutzung des Satzes aus $ 144 und der tiefsten Eigen- 
‘ schaften der Primzahlen der arithmetischen Progression werde ich in 
diesem Kapitel den Satz beweisen: 

Satz: Jede positive ganze Zahl von einer gewissen Stelle 
an ist als Summe von höchstens 8 positiven Kuben dar- 
stellbar. 

Ich schicke in diesem Paragraphen zwei Hilfssätze voraus. 

Hilfssatz 1: Wenn p eine Primzahl und 


p=2 (mod.5) 
ist, ist jede nicht durch 9 teilbare Zahl kubischer Rest) mod. p°. 


1) Ich gebrauche natürlich nicht die Theorie der kubischen Reste, sondern 
nur den Begriff: Die Kongruenz 


v = 2° (mod. p°) 





ist auflösbar. 
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Beweis: Wenn @,, Ag, ***, 4,17, die zu P: teilerfremden Restklassen 


modulo p® bezeichnen, eu a, ++, Aücp) wieder p(p?) teiler- 
fremde Restklassen module p°. Es ist nur nölies zu beweisen, daß diese 


verschieden sind, d. h., daß aus 
() a = 33 (mod. p°), (a9) 1, (,p)1 
a = b (mod. p°) 






folgt, um sagen zu können: Jede teilerfremde Restklasse ist der Kubus 
einer (teilerfremden) Restklasse. In der Tat folgt nun aus (1), wenn 


c durch 
= be (mod. p°) 


bestimmt ist, 
(2) e®=1 (mod. p°). 
c gehört jedenfalls zu einem Exponenten, der in 
Ye) PP—]), 
aber nach (2) auch in 3 aufgeht. Wegen 
= 2 (mod. 3) 





ist derselbe 1; d. h. es ist” 
c=1 (mod. p?). 
Hilfssatz 2: Zu jeder Zahl a gibt es ein p derart, daß «a — y° 


modulo 96 einen der Reste 


6, 12, 18, 24, 30, 36, 48, 54, 60, 66, 78, 84 
läßt. 


n 
ST a na > ul nn Ü nu ums al Do Sum u nal da u La 


1) Anderer Beweis: Es ist 
Plle—Yerer2. 
Wäre e — 1 nicht durch p? teilbar, so wäre 
Pi ee, 
für p = 2 ist dies unmöglich, und für p > 3 würde aus 


p|4ce+4c+4=(2c+N?’+3 


al m ch 


folgen: 


was nicht der Fall ist. 
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Beweis: Man setze 
= für a= 
6, 12, 18, 24, 30, 36, 48, 54, 60, 66, 78, 84; 
e10,219,225,,31,:51,.49,50,261,: 67, 79.85: 
14, 20, 26, 32, 38, 44, 56, 62, 68, 74, 86, 92; 
230, An, dl, 57, 63,.15, 81,87, 93,9, 15: 
„ 16, 82, 88, 94, .4, 16, 22, 28, 34, 46, 52: 


9 


53, 59, 65, 77, 83, 89, 95, 11, 17; 





ei 
OO @Q I DIT UND MA oO 

os 

Ro) 

> 

m 

Yn 

a 


ent 
enT 
or 
DD 
Be 
-] 
ER 





Dumm m 
DD XQ I OU $R ww 
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S 146. 
Beweis des Satzes. 
Aus $ 121 wissen wir: Wenn 
(k, l) ee 


ist und 2>0 gegeben ist, so wächst die Anzahl der Primzahlen 
ky +1 zwischen & (exkl.) und © + ex (inkl.) mit x ins Unendliche. 


Speziell, für k= 3, 1=2, e=Y—1: Für alle hinreichend großen 
ganzen n gibt es mindestens zehn Primzahlen », welche die Bedingungen 
a) (3<r<V%, 

(2) I p 2 (mod. 3) 
erfüllen. Von je zehn solchen Primzahlen geht für alle hinreichend 
großen n mindestens eine nicht in » auf, da ihr Produkt > (2)°, 


also von einer gewissen Stelle an > n ist. p bezeichne eine solche 
Primzahl, die also nicht in » aufgeht und (1), (2) erfüllt. 
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Aus (1) folgt 
8p’ <n<12p), 


aus (2) nach dem Hilfssatz 1 des $ 145, daß » kubischer Rest 
modulo 9° ist. Es gibt also ein derart, daß 


02252197 





und 
n— B?=p’M 

ist. Hierin ist 

TIP <pPM<12P, 

ip<M<12p“. 

Es werde nun 
M=6p°+M, 

gesetzt: 


9° <M, <6p) 

Nach dem Hilfssatz 2 des $ 145 läßt sich von M, ein „P(O<y< 96) 
subtrahieren, so dab | | 
un y’= M, 

modulo 96 einen der Reste 
6, 12, 18, 24, 30, 36, 48, 54, 60, 66, 78, 84 


läßt. Es ist M,<n, 


< 69° 
und für alle hinreichend großen n 
M,>r'-— 96° 


Da a. 


M, 
et, 


=1,2,3,4 5, 6, 8, 9, 10, 11, 13, 14 (mod. 16) 


ist, ist das für alle hinreichend großen n positive M, nach der Schluß- 
bemate des $ 144 ın drei Quadrate zerleg;bar: 


M,=-42+B+Q, 


wo wegen » 
M, = . 
die Ungleichungen 
u Br = A <ıp, 
RE p’ Ale p°, 
u p° a (% <p? 


erfüllt sind. 
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Alsdann ist 
n=ß°’+p’M 

en (69° + M,) 

9269 Hy’ + M,) 

= pßP+p’(6p+Yy°+6M,) 

ler 1 9°(62° +64? +6’ 460) 

er en —- AR HR + BB’ Hlp— DB) 
WO 


also die gegebene Zahl n in 8 nicht negative Kuben zerlegbar. 





Siebenunddreißigstes Kapitel. 


Über den größten Primteiler gewisser Produkte. 





Ss 147. 
Beweis eines Satzes über die Primteiler des Produktes 
(I!+1)(1+?2)-.--1+%0). 


Satz: Es sei x eine ganze Zahl >1. Wenn P, der größte 
Primteiler von 


(1) Ha+)-U+MA+2). (14) 
ist, so ist ap 

lm =. 

es 


Beweis: Da die Kongruenz 
y = — 1 (mod. p) 


für p=3 (mod. 4) keine Wurzel, für p=2 eine Wurzel modulo p 
und für p= 1 (mod. 4) zwei Wurzeln modulo p hat, so ist die Anzahl 
der Faktoren des Produktes (1), welche durch p teilbar sind, 

1. im Falle p = 3 (mod. 4) 


2. im Falle p=2 
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3. im Falle p=1 (mod. 4) 


IA 


Dr 


Für p" (m > 1) ist die Anzahl der durch diese Zahl teilbaren Fakto- 
ren von (1) (da die Kongruenzwurzelzahlen modulo p" die Werte 0, 
0, 2 haben) 7 
1. im Falle p = 3 (mod. 4) : 
On rallep = 2 | 

0, 


IA 


Allnet 





3. im Falle p=1 (mod. 4) 


<m+2 
Daher ist, wenn — gegen die Voraussetzung — bei festem 9 für 
unendlich viele & 
P,<= 9% 


wäre, für diese & 
lee JA +) = Dlog(1+n?) 
n=1 n=1 


Sir tt Srsol( +) HEHE) 


wo die Klammer nur so weit fortzusetzen ist, als 


pe” <1+2 


bgi+®) 
log p 


ist, also höchstens 





Glieder hat. Daher wäre für jene unendlich vielen ® 


108 IT +09 < 0) + D\gp (GE +5 + adinf) + 0 2, logp r 
n=1 si 


= psyz . 
p=9% 


—= O(x) + 20 De + 0 (logaer(g)) 
Fe 
1 

- O(@) +22 2%, +0 (108 2,05); 


Pl 
p=g9% 
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nach $ 110 ist 
1 
De = Hloge + 00); 


m 
p=gx 


daher wäre für jene unendlich vielen x 


log (I+nd)<xlogx + O(e). 
Andererseits ist 
Dlog(1 +n) >2 Dlogn 
n=1 n=1 


o2xlogz, 


und es hat sich ein Widerspruch ergeben. 


$ 148. 
Anwendung auf eine diophantische Gleichung. 
Satz: Die Zahl 
| i@ — 1) —2):---i —%) 
kann nur für endlich viele positiv-ganzzahlige x reell oder 
rein Iimaginär sein. 
Beweis: Wenn für ein x jene Zahl reell oder rein imaginär ist, 


so ıst auch 
ICÄ-D-i-9 (ie) 


1+9)2 +)... (+0) 
reell oder rein imaginär; es ist alsdann 
90: )..-6+9= 4241-98 -9---@-). 
Das Produkt 


also auch 


-Ü+mM@tn)- (tn), 


wo l1<n<a ist, ist also 


=1-2—-)-.-..(-— ii) (mod.n + ?) 
=+1+)(2 +1): -(e-+ 0) (mod.n + i) 
—=( (mod.n + i). 


Die reelle Zahl ©, wäre also durch n + i teilbar. 


1) In diesem Paragraphen mache ich von den Elementen der Theorie der 
ganzen komplexen Zahlen a + bi Gebrauch. 
Landau, Verteilung der Primzahlen. 36 
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Es sei nun p eine reelle Primzahl und 
» 1 +1)1+2%)---(A + 4°); 
dann gibt es ein n, so dab 
und 
pP | ar n, 
pn +) (n—i) 
ist; wenn die Zerlegung von p in komplexe Primfaktoren 
p=»pp 
lautet, kann die Anordnung der beiden Faktoren so gewählt werden, dab 
pIn +? 
ist. Alsdann ist nach dem Obigen 


|, =(l+mM:-(@+m) 
pl(i+n):--(ce+n) 
p<s2a. 


den; 


also auch 
folglich 
Jeder Primfaktor von 
1+M)(A+ 22)... (+ =) 


ist also <2x, was nach dem Satze des vorigen Paragraphen für alle 
hinreichend großen x unmöglich ist. 


Ss 149. r | 
Verallgemeinerung des Satzes auf das Produkt 


(A+PIA+P) (At). 


Satz: Asei>1,2>1. Wenn P,der größte Primfaktor von 


II(A +) 


. . = 
ıst, ıst 
ER Pr, 
lm — = . 


Beweis: Es sei g eine Konstante und unendlich oft 
(1) P,S 98. 


Daraus soll ein Widerspruch entwickelt werden. 
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Die Kongruenz Ber mod.ne) 
ist bekanntlich» für die Primzahlen der Hälfte der h = g(4A) zu 4A 
teilerfremden Bestklassen lösbar, in der anderen Hälfte unlösbar; im 
Falle der Lösbarkeit hat sie zwei Lösungen modulo p“. 

Die Potenzen p"(m > 1) der endlich vielen in 44 aufgehenden 
ee liefern bei der Zerlegung von 


108 IT CA + nm?) SI: (A-+ n?) 
n=1 nl 


nur einen Beitrag O(x). Denn bei festem A und festem p liegt die 
Lösungszahl modulo p” von 


y®= — A (mod. p”) 


hlerhalb einer von m unabhängigen Schranke” C,; daher ist der 
Beitrag jeder solchen Primzahl 
IE 


oo en . 
— OD! m + O(log «) 


m=1 

= 0 (8). 
Es ergibt sich also, wenn x durch die Lösungen von (1) läuft 
und 2’ sich auf die “ Restklassen bezieht, denen Primzahlen ent- 


sprechen, 


1) In diesem Paragraphen, dessen Ergebnis im folgenden nie benutzt wird, 
mache ich von mehr zahlentheoretischen Vorkenntnissen Gebrauch als gewöhn- 
lich. Übrigens würde bereits die Kenntnis genügen, daß die Kongruenz für die 
Primzahlen mindestens einer jener h Restklassen unlösbar ist; denn mit h—1 


statt : kommt der folgende Beweis auch zum Ziel. 


2) Wenn nämlich p = 2 und A UNBEEHSR ist, hat die Kongruenz bekannt- 

lich nicht mehr als vier Wurzeln modulo p"”. Wenn dagegen die Primzahl p > 2 

in A aufgeht, sind zwei Fälle zu ünterscheiden. Falls p in ungerader Vielfach- 

heit aufgeht, ist die Kongruenz von einem gewissen m an unlösbar. Falls » 

genau zur 2vten Potenz in A— p°’B. vorkommt, geht für m > 2v die Kon- 
gruenz,;, y = p”z gesetzt, in 

20= 2 B (mod?) 
2» m—v 


über, hat also alsdann höchstens vier Wurzeln y modulo p° 2". —p 
d. h, höchstens 4 p® Wurzeln modulo p”. 
36* 
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Pr z 


iscı +) < 0 5a log.p ( +2) +(‘ a 





pzge 
N 

< Ola) +22 „ent 0 iogp! 

P=9% = 
= 2 + 20% = 108P F Oloxeaun) | 

p<g% 

- 0) +22 °, nen 

p=zgz2. 


nach $ 110 ist für jede teilerfremde Restklasse modulo 35 4 


1 oe EN 

>, ER loga+ o(1); E 
=! . ® 

p=g® E ; Er 3 


“IR 


also ergibt sich, wenn & die Lösungen von (1) durchläuft, 18 


>: (A+n?)< 0(&) + 20(4.7loge T 00) 


A 4 
FrILIER- 


n=1 19% 
log« 2; %@), ! Ar 7% Ss 
was mit Be: 
-  DlogA+n)>2 Dlogn 
ul ni 
vo 2x logx 
in Widerspruch steht. 
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